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内 容 mc 


本 书 以 讨论 Q 过 程 的 唯一 性 准则 ”为 核心 ,介绍 了 Q 过 程 构造 论 
的 基本 理论 , 它 主要 包括 Q 过 程 的 拉 氏 变换 的 特征 ,Q 过 程 .8 型 Q 过 
PUREE Q 过 程 的 存在 定理 和 唯一 性 准则 。 

读者 对 象 为 理工 科大 学 高 年 级 学 生 、 教 师 和 概率 论 工 作者 。 


31/77/25 
出 版 说 明 


侯 振 矩 教授 曾 于 一 九 七 四 年 ， 在 中 国 科学 ?上 发 表 
了 是 为 Q 过 程 的 唯一 性 准则 ?的 论文 。 一 九 七 八 年 ， 戴 
维 逊 基金 会 的 主席 、 英 国 皇家 学 会 会 员 POBRE 
插 颁 发 了 “ 戴 维 示 纪 念 奖 ?并 给 我 国 科学 院 写 信 表 示 祝 
Ж. 

EPR Ey du NEUE, EME 
的 存在 问题 中 建立 了 唯一 性 准则 。 鉴 于 这 一 非凡 的 工作 ， 
本 基金 会 尖 定 授 于 他 一 项 蒙 维 提 奖金 。 马 尔 可 夫 过 程 现 
在 在 物理 学 、 生 物 学 和 社会 科学 的 各 个 分 支 都 有 许多 应 
用 。 因 此 ， 自 然 需 要 为 此 建立 一 门 完 整 的 一 般 理论 。 四 
十 多 年 来 ， 数 学 家 们 非常 关心 这 个 问题 。 他 们 多 次 作 了 
特别 的 努力 ， 以 寻求 唯一 性 问题 的 答案 。 但 是 ， 直 到 这 
位 天 才 的 年 轻 人 发 表 他 的 论文 以 前 ， 所 有 的 努力 都 失败 
了 。 由 于 语言 上 的 困难 ， 我 们 国内 对 他 的 工作 不 是 全 部 
了 解 的 . 但 是 ， 他 的 杰出 论文 “Q 过 程 的 唯一 性 准则 ”， 
以 英文 的 形式 发 表 在 你 们 的 < 中 国 科 学 杂志 上 ， 引 起 了 
广泛 的 注意 ， 这 是 因为 他 的 答案 具有 完整 性 和 最 终 性 。” 

近 几 年 来 ， 伐 振 手 对 “QQ 过程 "又 作 了 深入 的 研究 ， 
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КНИНА. ЖЖЖИ b, RREIBTRER 
Ro EfUAE QUE К POSUI АЯШ, £i. 
ERK, SR QuEWE—BEU TX. RIE 
信 ， 伐 振 手 的 这 本 著作 的 出 版 发 行 ， 必 将 受到 中 外 科学 
界 兹 重视 和 欢迎 ， 一 定 会 对 福 率 论 的 发 展 起 促进 作用 。 
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引言 和 定理 的 陈述 


定理 1.1 的 几 个 推论 - 
一 切 Q 过 程 都 是 B 型 Q 过 程 和 一 切 Q 过 程 都 是 严 型 
Q 过 程 唯一 性 准则 的 新 证 明 


参考 文献 …… te 


作者 序 


1974 年 (中 国 科学 ;第 二 期 上 发 表 了 作者 的 题 为 “8 过 程 的 
唯一 性 准则 ”的 一 篇 短文 。 之 后 ,该 文 获得 1978 年 度 英国 R. 戴 
维 还 纪念 奖 。 后 来 ， 有 不 少 同志 来 信 或 来 访 ， 询 问 它 的 内 容 、 
意义 及 其 他 有 关 情 况 .由 于 这 个 问题 当时 是 羽 论文 形式 发 表 的 ， 
它 的 对 象 是 概率 论 专家 ， 起 点 较 高 ， 因 此 根本 没有 考虑 如 何 写 
才能 使 读者 易于 接受 。 加 之 后 来 工作 忙 ， 没 有 再 去 琢磨 它 》 所 
以 对 同志 们 所 提出 的 问题 一 时 很 难 回答 清楚 。 但 这 却 促使 我 去 
理 出 个 尽 可 能 初等 的 证 明 。 经 过 一 段 时 间 的 努力 ， 自 认为 算是 
达到 了 预期 的 目的 ， 写 成 了 这 本 书 ， 作 为 对 关心 这 个 课题 及 作 
者 本 人 的 同志 的 回答 和 谢意 ， 并 以 此 纪念 英国 杰出 的 概率 论 专 
家 一 一 已 故 的 R* 戴 维 逊 博士 。 

书 中 所 讨论 的 问题 虽 是 概率 论 中 一 个 有 名 的 题目 ， 但 我 们 
的 陈述 和 证 明 却 不 涉及 任何 概率 论 内 容 。 只 要 具备 微 积分 、 一 
些 实 变 函数 以 及 矩阵 的 记号 和 运算 规则 等 方面 的 知识 ， 就 能 把 
这 本 书 完全 看 懂 。 因 此 ,我 们 的 证 明 是 初等 和 纯 分 析 的 。 当然， 
通俗 易 懂 也 是 作者 在 写作 过 程 中 始终 不 渝 的 目标 ， 但 是 我 不 敢 
说 是 完全 达到 了 。 

本 书 可 作为 理工 科大 学 生 的 科研 小 组 的 阅读 材料 。 对 于 学 
过 实 变 函 数 的 数学 专业 的 学 生来 说 ， 能 完全 读 懂 它 ， 对 于 工科 


“т 


各 专业 的 学 生来 说 ， 只 要 承认 实 变 函 数论 中 的 几 个 定理 〈 在 本 
书 中 都 已 列 出 ) ,也 可 无 困难 地 掌握 本 书 内 容 ， 书 中 通过 对 “Q 
过 程 的 唯一 性 准则 ” 的 研究 。 把 @ 过 程 构造 论 的 逻辑 基础 和 基 
本 结果 都 作 了 完整 的 陈述 和 严格 的 证 明 ， 所 以 它 也 可 以 作为 概 
率 论 工作 者 清理 这 方面 的 基本 概念 和 基础 理论 之 用 ， 

本 书 也 包括 了 作者 自己 的 一 些 未 发 表 的 研究 成 果 。 例 如 定 
理 3.5.1 在 以 前 是 没有 认真 证 明 过 的 ， 这 次 给 出 了 既 严 格 又 简 
单 的 证 明 。 

最 后 ， 说 明 一 个 约定 ， 在 证 明 中 ， 例 如 我 们 引用 定理 1、 定 
理 1.3 及 (3.3.2) 分 别 指 同 节 的 定理 1、 同 章 第 一 节 的 定理 3 及 
第 三 章 第 三 节 中 的 公式 О). 

杨 向 群 教授 和 陈 木 法 同志 仔细 地 阅读 了 本 书 的 底稿 并 提出 
了 不 少 改进 意见 ， 遂 致谢 意 。 

由 于 作者 学 识 浅薄 ， 错 误 和 不 当 之 处 在 所 难免 ， 敬 请 同志 
们 指正 。 
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一 九 七 九 年 八 月 初稿 
一 九 八 一 年 十 月 定稿 


设 E= (0,1,^2 为 一 可 列 集 。 所谓 一 个 马尔 可 夫 过 程 (以 
下 简称 马 氏 过 程 或 过 程 ) 是 指 具有 下 列 性 质 的 一 组 实 值 函数 
Pult), (i,jEE, 120), 


Pi(t)>0, Dut). (1) 
ick ` 
E рибї)уры(5) = p4Ct 5), (2) 
AcE 
limp; Ct) =qi;(0) = д. (3) 
Jtpoó-1, 6-0 Gj). MUGER, WR 
lim Pi ди. 5; =й ©) 
t0 
FED, mE. 
0<qi;< +оо Gj), 0<- dus + оо 
Xajxo (5) 
јЄЕ 


D ЯТУ, DERAF AK 书 提出 的 任务 ， 在 第 一 章 中 EAT 
р'00) 的 存在 性 ， 而 后 在 -bi (0)<+ o TEST »,( xD 的 存 
在 性 和 有 限 性 ,其 实 ，p'ii(0) 之 + 这 个 限制 是 可 以 解除 的 。 


Yq + (iEE) 时 , 称 过 程 是 可 微 的 简称 9= Cu) 为 过 
程 的 需 度 矩阵 ， 而 (pa(tD)7 则 简称 为 26 过 程 ， 以 表示 它 与 有 (4) 
的 关系 。 为 了 行文 的 方便， 我们 把 满足 (5) 式 及 - qa <+ co 
CEE) 的 一 个 矩阵 Q = (qi) 叫做 Q@- 和 矩阵 ， 若 还 有 

Xa =o GEE), 


Wy Qs НО Е, FERAE, tk h Н, КОЧ EE BS E HER BE: 
E-H. IK, ПЛДЕ р], Ж E ТО-ЖЕ, D 我 
们 能 否 找到 一 个 可 微 的 马 氏 过 程 ， 使 它 的 密度 矩阵 恰好 等 于 这 
个 预先 给 定 的 8- 秆 了 泗 ， 即 能 否 找到 一 个 8 过 程 呢 ? 这 就 是 8 过 
程 的 存在 性 问题 2) 如 果 Q 过 程 存在 , 那么 恰好 存在 一 个 的 充 
要 条 件 是 什么 ? 这 就 是 8 过 程 的 唯一 性 问题 。 早 在 1945 年 ， 第 
一 个 问题 已 经 解决 ， 其 答案 可 陈述 为 如 下 的 定理 ， 

定理 1 〈Q 过 程 存在 定理 ) 对 任 给 的 一 个 Q- 和 矩阵 ，@ 过 程 总 
存在 。 

关于 第 二 个 问题 ， 于 最 近 (1974 年 ) 才 彻底 解决 9)， 其 答 
案 可 陈述 为 如 下 的 定理 ， 

定理 2 (8 过 程 的 唯一 性 准则 〉 设 任 给 一 个 Q pe, ШИШ 
好 存在 一 个 8 过 程 的 充 要 条 件 是 下 列 两 条 件 同 时 成 立 ， 
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дно 1 ao 
o<u, <1, A>0,i €E) ) 
只 有 零 解 ， 或 方程 
mi- $7 0, 
ВСЕ 
| «115 
о<т, X < +оо, (А>0,)ЄЕ) 
je E 
FUR ERR. 


这 本 书 的 主要 目的 是 用 纯 分 析 而 又 初等 的 方法 ， 严 格 证 明 
定理 2。 除 此 而 外 ,本 书 还 完成 了 下 列 三 个 任务 :1) 顺便 《也 是 
为 了 证 明定 理 2 的 需要 给 出 了 定理 1 的 证 明 ; 2) 给 出 了 B 型 和 
FF 型 98 过程 〈 定 义 见 本 书 第 一 章 S 7) 的 存在 性 定 理 和 唯一 性 准 
H), 3) 对 @ 过 程 构造 论 的 理论 基础 进行 了 整理 ,而 且 处 理 方式 
与 前 人 不 同 。 以 前 多 以 泛 函 分 析 中 的 半 群 理论 为 工具 ， 而 我 们 
则 只 用 到 数学 分 析 和 实 变 函数 论 的 知识 。 所 以 本 书 可 以 作为 研 
究 Q8 过 程 入 门 之 用 。 


mls 
问题 的 提出 


$1 马尔 可 夫 过 程 的 定义 


设 已 =(0，1，…) 为 一 可 列 集 。 所 谓 一 个 马尔 可 夫 过 程 (以 
下 简称 为 马 氏 过 程 或 过 程 ), 是 指 具 有 下 列 性 质 的 一 组 实 值 函数 
р) 6, JEE, t220); 
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PE 


则 称 为 诚实 的 马 氏 过 程 。 


$2 ps (的 连续 性 


定理 1 设 (pi(t)) 是 一 个 马 氏 过 程 ， 则 对 于 任意 的 + 之 0， 


. 6> 


tU 208—HUi, EER 
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=1~ PiCh), 
定理 得 证 。 


$3 pr (0) 的 存在 性 


定理 1 对 于 任意 的 ;E BE， 极限 


limt gro) O 
1240 t 
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由 (1.1)、(1.3) 和 (2) 知 


0<pi(t)<1 (220), (3) 
令 ФС) = ~lnPi(t). (4) 
由 (3》 知 ，9(t) 取 有 极限 ， 由 (1.3) 和 (2) 得 
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q < + ос, 则 存在 tu， pea qi e, 对 任意 的 1 之 0, 我 


们 记 te=nt+ô, 0<ó<t, (8) 
于 是 由 (6) 得 
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а= + oo， 那么 为 了 得 到 这 个 结果 ， 以 任 给 的 任意 大 的 正 
数 M 代 替 q;e 来 进行 论证 就 可 以 了 。 再 由 (1.3〉 及 微 积分 中 的 
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于 是 定理 得 证 . 


今后 我 们 用 qi 表示 pii(0)， 常 以 4; 表 ж-фч+00), Bp q; 
—-4i, UHO (CE), WERP) = Ci 228 T RI 15 E 
过 程 。 


$4 Pr (t) 的 存在 性 和 连续 性 


引 理 1 设 P(t)=(pi(t)) 为 一 个 马 氏 过 程 ， 若 令 
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Ad = jieB 


注意 了 -1.;(1)=0 (jEE) 得 
Bones) =0= X Pia) рыб), GEE) G) 
12 
注意 pi-1(1)=1- Ура) (iEE) 得 
k: E 
Pia +з) =1- риб! +з) 
jEE 


= E Pa) — 5) E) 
A jEEREE ^ 
ЕЕ 


= WA) +w- Ура (t) XO 
АСЕ ke E ЄВ 

= Урас (1- ры G) ) + ра 1000.1 
ke E ;€E 


=E PAG) Pail) P-a) e Pasa 


kE 


= 5 PAG) B.C), GEE), (8) 
162 
x Puli +зу=р(1 +s) 


< 10 。 


= У) paCtDpi (s) 
ACE 


= X Da Ct) pu C) 


ke E 


= 5 Da СР) Puls), Gj€E.. (9) 


keE 
Baa es) =1= Pi GP ia) 


= У Pa) Da-i) + р 000) Paii) 
ACE . 


= Ур BAG. ao 
ke E 

由 (1) — 00 Ж, Рс) = (y, 4, 1€ Ву 
马 氏 过 程 。 引 理 证 毕 。 

定理 1 设 PCt) = (py(t)) 是 一 个 可 微 的 马 氏 过 程 , 则 P(t) 
在 [0，co) 上 有 连续 的 导数 p1;(t)， 且 Ipi) | «28i. 

证 由 引 理 1, 不 妨 假定 PCt) = (р) 是 一 个 诚实 的 马 氏 
过 程 。 由 (3.4) 和 (3.7) 得 


q> mu, 
于 是  pa(t)>e"w'>1-qit, : а) 
由 (11) 和 (2.1) 得 

[Pult + h) — PCE) <1— pa(h) «aih, (12) 


《12) 意 味 着 函数 pi(t7 满 足 李 普 希 效 条 件 。 于 是 由 定理 10.2.8 
知 ，pi(t) 是 绝对 连续 函数 ， 从 而 由 定理 10.2.9 知 Di( 世 几乎 处 
处 存在 有 限 导数 ， 且 等 于 其 几乎 处 处 导数 的 积分 。 

车 qt=0, 则 由 (12) 得 pa(t) 三 1, 于 是 pi(t) 三 05。 XXII EOD 


п 


=0, EIU. KEEG>0 BHODRG2)f8 
Pult +) — pi CD) z Puh) — DS ~ apt), 
Bp IG t) CD. +Qqipi(t)> 0, 


于 是 D*[e%!pi (£)] =e% [D WC) +qipu(t)1220, (13) 
此 处 D* 表 示 右 下 导数 .。 (13) 的 等 式 部 分 很 容易 由 D! 的 定义 和 
et 的 可 微 性 直接 验证 。 由 (13)、Pi(1) 的 连续 性 和 定 理 10.2.11 
知 ，e*'pi(t) 是 1 的 非 减 函数 。 令 
rúCt)=q;'Dpi,Ct) + pi(t)>0, a4) 

JE REDE К. ЖЕН Dru CE JUSP Bb Ab E Ж, A f EDpi (t) 
有 定义 的 地 方 rij(1) 便 有 定义 。 由 (1.1)、(1.2) 和 P(#) 是 诚实 
的 ， 可 得 


У erpil) =ез, (15) 


1ER 


ез +O p +5) = ev! S en)a), (16) 
kEE 


把 定理 10.2.10 应 用 到 上 面 两 个 式 子 得 
У т.090) =1, ат) 
ri(s+t) = У) ria(s)p (t), ‹18) 
< 
(17) 和 (18) 对 每 一 个 t+ 和 几乎 一 切 s 成 立 ， 当 然 例 外 集 依赖 于 t。 
Hi pu CO AE tI XE E RUD CS + 二) 是 二 元 连续 函数 , bK Dp (s + 


t) 是 对 于 (s,t) 的 乘积 可 测 函 数 , 于 是 由 (14) 知 rsCs+t) 是 对 于 
Сз, DERRAT KG Fral, j CE) 是 对 于 (st 


的 乘积 可 测 函 数 ， 故 raG)PGCARJEXET S, t) WRAT 
k 


. 12. 


函数 ， 所 以 使 (17) 和 (18) 不 成 立 的 集 为 (s,t) 可 测 ， 由 定理 10. 
2.12 知 它 是 二 维 零 测 集 。 再 由 10.2.12 知 ， 知 5Fz2， 且 1 z,,WJ 
《17) 和 (18) 同 时 成 立 ， 这 里 hk (2) = (2) =0。 固定 一 个 so。 % z, 
由 (17) 知 (18) 的 右边 是 t 的 连续 函数， 知 rCss++) 作为 + 的 函 
数 与 一 个 连续 函数 在 [0，<e? 上 几乎 处 处 重合 ， 从 而 Bi (so +1) 
的 几乎 处 处 导数 DpiCse + +) 与 一 个 连续 函数 g(t) 在 [0，co) 上 
几乎 处 处 重合 ， 由 pi(se + t) 绝 对 连续 及 定理 10.2.9 得 


Dis, + #) = PCS) + оор, * dt 


=s) + f gdt, 


因为 q(t) 连续 ， 上 式 中 最 后 面 的 积分 可 理解 为 黎 曼 积分 。 于 是 
由 定理 10.1.7 知 ,在 [0，co) 上 pCso+1) 处 处 存在 且 等 于 g(t)， 
piiCs + 0 80, 120. 
由 于 [0, co) NzTECO, co) 上 是 稠 集 ， 可 使 %, 选 得 任意 地 小 .于 
是 ，p4(t 在 (0，co) 存 在 且 连 续 。 X Bor CORE GU, оо) L E 
负 、 有 限 、 连 续 且 C 
т(з+ї) = Erau) 48220, £20); (19) 


hEB 


FE Drs+t) = Dra 
іЄЕ 


іСЕЪЋЄЕ 


= габ) 之 рыб?) 


асв 
= габ), (820), 
kez 


Ат У) (8) =1 (820), ` (20) 
ВСЕ 


对 于 固定 的 i 和 六 选择 上 } 0, £40, 0H cta тС) ац, 
à 139 


,~ 


niai. WADE 


м0.) = таб peuts — ts) rt) pt, — 0). 
kE 


AMifja;2ai;. ШЕЯ ауа, тн ORERE Йй, 从 
limpi СРЕТЕН ЖА, fs .1.65 


ЧЭ „у (e) 00<Е<09. 
于 是 p4i(0) 存 在 ， 且 
pij (0) = limpí D, 
BALER, POEL, EEE, 有 限 且 连续 。 由 (14) 得 
|р!) <@(т(1) + pu (t) 
<q (Xr + X n0) = 24. 
}ЄЕ jEB 
定理 证 毕 。 
今后 用 表示 P11,(0)。 
定理 2 设 P(t) 为 可 微 的 马 氏 过 程 ， 则 
píi(s+1)= S PiK), s>0, t>0. (21) 
АСЕ 


证 分 两 种 情况 证 明 ， 

GQ) 设 P(t) 是 诚实 的 。 

#0700) =97'р: (t) + ORADA 
q;'pG* E) t p, (S++) 


= D (4;'р! (5) + pa(s))p, Ct) 
ke E 
=q7' > PDG)DC + У Pia (5р Ct) 
АСЕ ACE 


-9; S Pial) Pult) + pi (s +1), (520, #220), 
Ac 


. 144. 


FEZA (2.1). 
GD 设 P(t) 未 必 是 诚实 的 。 
妨 引 理 5.1 中 办 法 ， 引 入 诚实 的 马 氏 过 程 


P=) i ЈЕР). 于 是 
^ San ^ 
Di Gt 1) = S рь(з) p4G)G, j€ E), 


m 
故 ру, бв) P G+D 
х РЕ ^ f. 
= > PuG)p4 lt) = > PaCS) pu (t) 
^ kcE 


ic E 


= Spi)pa(t), G,jE€E, $20, t20) 
eB 


于 是 (2.1) 成 立 。 定 理 证 毕 。 
定理 3 设 P(t) 为 可 微 的 马 氏 过 程 ， 则 
pils +t) = S pa(t1)p'u(s) 420, 5220), (22) 


证 分 两 种 情况 证 明 。 
D РО) ЗЮ. 
由 (1.1.2) 和 (11) 得 А 
Di; (t + h) — pi CO) 2 pi CO pj; (№) — pi Ct) 
=p; D ph) — 1) 
Z —bii(t)hç; (23) 
于 是 Pyer’) = (GO) + paet !20, 
Houen kt Bg ЕЖЕ ШЖ. 4 
06) =р; COD + pi (t)q,> 0, (24) 
于 是 由 定理 2.1 和 定理 1 知 ，u(t 在 [0,co) 上 连续 . H (1.1.2) 
得 


р(1+з уез toe > Pa(b)Bys)e'", (25) 


.]5 。 


将 上 式 两 端 对 * 求 导数 ， 并 利用 定理 10.2.10 得 
00+ 5) = M раб) об). (26) 


hEE 


《26) 对 每 一 t+ 和 几乎 一 切 s 成 立 ， 当 然 这 个 例外 集 依 赖 于 t+。 由 
《23) 和 定理 10.2.5 知 , ECVP AU SRR = "后 所 得 的 不 等 
式 对 一 切 t 和 s 成 立 ， 由 vi(t) 和 pi(1) 是 连续 函数 知 vC + s) 和 


袜 px(tDuu(Cs) 都 是 二 元 可 测 函 数 ， 因 此 由 定理 10.2.12， 如 


khs E 
5@г, t@éz, WCO. Fik, uCz)="u(zj)=0. XS €2, 
假定 有 某 +t， 使 
Valt +s0)> D paCt)u;(s.), 
k Ë 


WAFU >, Ri 
Vlt! +5,) >= S pult’ —!)u,Ct S) 
[IE 


> У) риб!” — t) S Pat YCS) 
1.8 


kc E 


= > DinCt/ )0 (5). 
АСЕ 


[x А526), ЯП Л.Р ЗР ks 2, AER. 
ВРО ЕЙ, Н0<5/ <s, sf gz, WJ 


Vlt 5) = 00557 +s’) 
= D palt +SS )0(5/) 
hai 
= >; D риСі)рабѕ – s! )%(5/) 
ВСЕ TIGE с 


= У) puCt)ui (s), 
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. 16> 


从 而 z> 只 可 能 包含 一 个 元 素 {0}。 因 此 (26? 对 所 有 的 + 之 0，s>0 
成 立 。 把 (24) 代 入 (26)， 并 注意 У P(t) = 1 立 得 (22)。 
jeB 


GD 设 P(tb 未 必 诚 实 ， 则 仿 定理 2 相应 部 分 的 证 明 立 得 
《22)。 定 理 得 证 。 


$5 TEREZ <0 之 证 明 


定理 1 若 P(1) 为 可 微 马 氏 过 程 ，, 则 对 任意 的 iE E， 有 
У u<. a 


leE 


证 由 (1.1) 得 
> BO " pt -1 <0. 


于 是 由 定理 10.2.5 立 得 (1)。 定 理 证 毕 。 
$6 О-ж 5QuE dX 


上 面 我 们 证 明了 ， 对 任 一 可 微 马 氏 过 程 (Di(t)， 导 数 


иш 20002-0 
t0 t 


存在 ， 并 且 
0<9,< + со (ij), 0<q;= —qi—< + co; 
Da0 GEE) 


je5 
简称 Q = Са) ERU 8 BE BE IE, MIR (pi;(1)) 则 简称 为 QC 过 
程 ， 以 表示 它 与 Q 有 (1) 的 关系 - 
定义 1 称 定义 在 Ex E 上 的 矩阵 8= H-E, ШЖ 


. 17 - 


# - gi a» 


lo 


它 满足 
0<9,< + оо (iXj), 0<4= - qi < кө 


3 
之 qi<0 G€ E). dd 
РЄЕ 
若 还 有 之 =0 GEE), с) 


则 称 @ 为 保守 的 9- 矩阵。 由 (2) 知 ， 每 个 可 微 过 程 的 密度 矩阵 
0-68. 


57 两 个 微分 方程 组 


定理 1 车 P(t)=(pi(t)) 为 一 Q 过 程 ， 则 
PUDS S q p Ct, G,j€ E), а) 
RE E 


证 由 (1.2) 得 
рибі +h) = S pap. 
ВСЕ 


TR BG rb) BD RS pa - 1 pi(t) 


+ X PO p, 
hdi 


在 上 式 中 令 Rh-~>0。 由 定理 3.1、 定 理 4.1 及 定理 10.2.5 立 得 (1) 。 


定理 得 证 。 
同 理 可 证 ， 
定理 2 РОР) = (pi(t)) 为 一 个 8 过 程 ， 则 
PiS Dpalt)qy, CG,j € E). (2) 
hEE 


在 一 切 Q 过 程 中 ， 往 往 有 些 能 使 COSE CD PII" SR 
“= ?号 ， 所 以 我 们 引入 ， 


. 18 。 


定义 1 方程 组 


Pi) = D арб) G,j € E) (3) 
kE 

和 pii(t)= Mora G,j€E) (4) 
hcl 


分 别 叫做 柯 氏 〈 柯 尔 莫 哥 洛 夫 ) 向 后 微分 方程 组 和 柯 氏 向 前 微 
分 方程 组 。 我们 把 满足 (3) 和 (47 的 过程 分 别 叫做 B 型 过程 和 
F 型 @ 过 程 。 

定理 3 FORF, 则 任 一 Q 过 程 P(f) = (02) 满足 柯 氏 
向 后 微分 方程 组 ， 即 P(t) 是 B 型 QO 过 程 。 

证 分 两 种 情况 来 证 明 。 

(D 设 P(t) 是 诚实 的 。 在 定理 4.1 的 证 明 过 程 中 曾 指出 ， 


Drit)=1, G,J€E;t12>0), (5) 
ieE 
这 里 
rúCt)=q;'pl CE) + Pit), (6) 
Hi C5) C6) 48. 
Mp0, (7) 
j€E 
由 定理 1 知 
pí G> > qapi Ct), СЄЕ). (8) 
kB. 


车 (8) 式 对 某 个 i 成 立 严 格 不 等 号 ， 则 由 
> Eau Os 5141 + Ўр 


i€E kE ACE 


< lq | <2q,< + co, 
kE 


@ 保 守 及 定理 10.1.3 得 
+ 19 ° 


Xr X а. Ур) = У а= 0. 
pt k. E 16E kE 


XCS CO B. MALI PHA) = У) Palt). ВРС) BAQ 
k. L 


过 程 。 
QD РСР) = (рї); ij EE) 不 是 诚实 的 ， 则 我 们 可 以 

按 引 理 4.1 中 的 办 法 作 一 个 诚实 的 马 氏 过 程 PCt)。 以 
Q = (qisi,jEE) 表 示 Pb 的 0- 和 矩阵。 显然 有 

qi re i, j СЕ; E 

"Odo, i--1j€E- 
所 以 P(t) 是 一 个 可 微 马 氏 过 程 。 对 于 dus. GEE) Rd 
可 以 计算 出 来 ， 事 实 上 ， 由 (5.1) 得 

- qi» X 4 (GEE) 

je MG 


HJ -ai> € titti,- GEE) (10) 


ЕЗ) 


(9) 


由 (10) 和 @ 保 守 ( 即 -= X a ) 得 9,-1<0， 于 是 由 


кє 
9gi, -1 二 0 得 
di.-, 50, G€ E), 


Ж —qi=-q = У a= У aj (GEE) 
ЄКМ?) " 
P€ENG) 
4-1,-1=0= È 41,7 2 41, 
d ЕК 


所 以 ， 由 @ 保 守 再 注意 PC1) 是 诚实 的 ， 立 得 
pi s) = DC s) 


* 20 • 


= 5 да Pult) 


A 
kE 


= Mau) (i,j€EE), 
CE 
故 P(t) 是 3 型 过程， 定理 证 毕 


$8 讨论 的 核心 问题 


上 节 已 经 提出 ， 任 一 可 微 马 氏 过 程 的 密度 矩阵 是 8- 矩阵 。 
现在 我 们 提出 相反 的 问题 ， 对 任 给 的 一 个 Q- 和 矩阵, 1) 是 否 存在 
OIER? 2) 若 8 过 程 存在 , 恰好 只 存在 一 个 8 过 程 的 充 要 条 件 
是 什么 ? 对 于 B 型 和 F 型 的 89 过程 也 都 存在 同样 的 问题 。 这 本 小 
册子 的 目的 是 紧 紧 围绕 第 二 个 问题 来 给 出 上 述 诸 问题 的 全 部 解 
管 。 


.2r. 


ж 2 ж 


非 负 线性 方程 组 
的 最 小 非 负 解 


81 非 负 线 性 方程 组 的 定义 及 其 最 小 
非 负 解 的 定义 、 存 在 和 唯一 性 


下 面 我 们 约定 非 负数 集 包括 + оо, 
定义 1 线性 方程 组 
zo У) ca mit bi (CE) (1) 


称 为 非 负 线性 方程 组 ， 如 果 
0<cu<+o (i, kCE), 0<bi<+% (IEE), 
其 中 B 为 有 限 集 或 可 列 集 。 
下 面 总 假定 (1) 是 非 负 线性 方程 组 . 
定义 2 (1) 的 非 负 解 0 和 zi co GCE) 称 为 (1) 的 最 小 
非 负 解 ， 如 果 对 于 〈1) 的 任 一 非 负 解 0<zi<+ оо G € E), {Н 
有 


z; <z; G € E), (2) 
定理 1 〈1) 的 最 小 非 负 解 存在 唯一 ! 若 令 
z£) =0 (GEE), | (3 


zit! = Z сыт}? +bi(n>0,i€E), 
ACE 


+ 22 • 


mr t ОИ +оо), X4 
z; -limzí" (CE), (4) 
Wiz; GEE) 就 是 (1) 的 最 小 非 负 解 。 
证 显然 ri” -5,20-z/" (CEBEB)。 如 果 现 在 已 经 证 
WHr; >z4 "1 >0 (i€E)， 则 根据 (3) 得 


TEID = уст? +bi> D сад" +bi=zt"52>0 
hEE keB 


š СЄЕ), 
于 是 由 归纳 法 知 

х{*%Э >r >0 GEE, n>0). 
MUFE > GCE), 使 

rt tz? GEE). (5) 
由 (5) 及 定理 10.2.3 得 ， 在 n+ ce 时 ，(3) 之 右 端 允 许 逐 项 求 极 
限 ， 于 是 有 

z; = У) casi +b; GEE). €6) . 

he E 


即 z; GEE) 是 (1) 的 一 个 非 负 解 。 再 证 它 满 足 (2)。 为 此 ， 设 
Zi(iEE) 为 (1) 的 任 一 非 负 解 , BRT =0<z (GECE), 如 果 
现在 已 经 证 明 z;" <r GECE) WRR) 

I+D = E curi +b < S can +b=z (CE). 


КЕЕ kez 


于 是 由 归纳 法 得 


209 <z G€E, n>0). 
由 (5) 立 得 (2)。 所 以 z; (iE E) 是 (1) 的 最 小 非 负 解 。 唯 一 性 显 
见 正确 ， 于 是 定理 获 证 。 

82 比较 定理 和 线性 组 合 定理 


定义 1 不 等 式 组 
623. 


Xi> Y CX, +B: (CE) (1) 
kez 


称 为 非 负 线性 方程 组 (1.1) 的 优 系统 ， 如 果 
ci Ci, (i, КСЕ), (2) 
bi<B; (EE), (3) 
定理 1 (比较 定理 ) 设 X; G€ E) 是 (1.1) 的 优 系统 (1) 的 任 
一 非 负 解 ， z ;是 (1.1) 的 最 小 非 负 解 ， 则 
rz;<X: G€ E). (4) 
证 仿 定 理 1.1 关 于 zx; 满足 (2) 的 证 明 ， 立 得 本 定理 。 
定理 2 线性 组 合 定理 ) 设 G 为 一 有 限 集 或 可 列 集 ，: 表 C 的 
任 一 元 ，a>0 (sEG)。 对 任 一 SEG, 若 z9"(〈iEE) 是 非 负 线 
性 方程 组 


m= Soum+b! GCE) (5) 
he B 
的 最 小 非 负 解 ， 则 
T= Darp (GCE) (6) 
єс 
是 非 负 线 性 方程 组 
а= У curt > аб GCE) (7) 
ke Е єс 
的 最 小 非 负 解 。 
证 令 
(oz, 
2d | o 
gern > Cpt fP + bi? GCE) 
kes 
Pap, 
m c Foo 
290 =S cari” + Xj abi? G€ B). 
АСЕ se G 


. 24 • 


HC RICO fe O =0= Zat (СЕ), digit, 
se G 


zs) = Slate, 


s€G 


Ji zit = S curis + Dab” 
ВСЕ se G 


= > ca( 5 ar y > ab? 
hE \sEG 


sEG 


= >a, (> cac te) +0) 


sEG hEE 


= > a,z (ttn, 
Em 


于 是 由 归纳 法 知 
209 = > a,z Y GCE,n20), (10) 
єє 5 
由 定理 1.1 知 


m 3 z nt n° (nî co,i C E), (11) 
Hr (GEE) 和 zi;CiEE) 分 别 是 (5) 和 (7) 的 最 小 非 负 解 。 由 
《10) 和 (11) 立 得 (6)。 于 是 定理 获 证 。 


з ”对偶 定理 


设 C、B、C 和 3 是 定义 在 Ex E 上 的 非 负 矩阵 ，0 表 示 定 义 在 
EXELSABEE, 4 
XO =B, | 


ее o 


. 25 * 


xo -B, 
RENDER (2) 
хоо XH C+B. 
定理 1 F 
XOXO, XP 2X, (3) 
B B-B, CB- BC, a» 
WJ xoc =X n=0,1,2,.). 6) 


证 H G) 和 (2) A 
XO =B, X! =CB+ B, 


D NE. (6) 
X-B, Xo BC. 
所 以 CO 与 CO 等 价 。 由 《4) 可 得 
C'B=C' BC=C" BC=BC™., G) 
H G), O0 和 0) 得 
Xm= SCB= УВ G= X, 
keu ГЕ) 


TJ ERU E, 
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m З ж 
Q 过 程 的 拉 氏 变换 


如 果 对 于 定义 在 0 过 1 过 + co 中 的 函数 g(t) 
fa» еса 


HE, WEA MoR Laplace) 变换 。 在 这 一 章 里 
将 给 出 8 过 程 、B 型 0 过 程 和 F 型 0 过 程 的 拉 氏 变换 的 判别 准则 。 
它们 是 研究 2 过 程 的 有 力 工具 。 


$1 马 氏 预 解 式 


定义 1 PEER = (miCX) 7 叫做 一 个 马 氏 预 解 式 ， 如 
果 它 同时 满足 下 列 三 个 条 件 ， 


(iD КОЛ) 220, XRO)I«1 (>0)) (1) 

Gi) КОА) - К(ш) + (К р)КОА)К (И) = 0 (20, 10», 
(2) 

(ii) lim 和 ARC) —1, (3) 


1 
其 中 1 为 单位 矩阵 ， zi 1 ) 


定义 2 ИКО) САС + со) 是 完全 单调 的 ， 如 


i s | eme 


RIME 0, co) 内 有 各 阶 导数 且 


_у dH OD 
cn 


=0 (0<А< оо, n-0,1,72. 


定理 1 БКО) ӘКЕ, WJ 
ERO U Z SS E RES ч 
= cO ODnR''Oo (20), (4) 
从 而 ri(X) 是 完全 单调 函数 。 
证 由 (2) 得 
R-RW) _ _ 
— i-a = -RODQROD. 
令 上 式 中 心 >X， 并 注意 (1 和 定理 10.1.7 得 
ако) _ _ š 
— - 0). G) 
又 由 (2) 得 RCX)RCU) RURA). TE 


В") R'G() КО) ~ 
Lan 入 


RC) (окса 
a A (R71) 


R'ERU) ++ 
TROOR'C(Q0-R"' 1(u)), 
令 上 式 中 4->A 并 注意 (1)、(5) 和 定理 10.1.6 得 


RO) авн), (6) 


d 
由 (5)、(6) 以 及 归纳 法 立 得 (4)。 定 理 证 毕 ， 
定理 2 设 RC) 是 一 个 马 氏 预 解 式 ， 则 对 任 一 非 负 整数 N， 
1 Жоо еШ, 8 


i-o 


a7 Eno) 
C D'— 59 


Q0, N-0,1,72. ст) 
dE 由 (1) 得 


a-1R"-1 vx 
RO)» МОЕ Q2 XRODI 


той A 
TE o« Xr 02 <, @ 


жй? (和 ) 表 示 R"(X) 的 元 素 。 由 (8) 和 定理 1 得 


8 
a(t- Ero) 
cni 


N 
=D (eny tno- E e D'ari» о) 


xit atn) 


La] "t ео ушб, 


于 是 定理 得 证 。 
定理 3 设 RCX) 为 一 个 马 氏 预 解 式 ， 则 


Токор. (-D'*!nj(I -ARQD)R* Q2, 


(п:>0), (9) 
证 由 (6) 得 


AR О) АКТОО) (s R10) - К" (А) 
а 
+пАЕ" +1 (À) 
= -nU -ARADR (А), 
a0) 
. 29 * 


显然 (9) 对 n=0 成 立 ， 营 假定 (9) 对 n 一 1 已 成 立 ， 则 由 (10) 得 
P'RA) | d (2 ROA) 
d ау йл! 


=I ерус a - 
nip C 120 - DIR" ! Q)0 -XRQ2) 


-C D*0i- Di (qe 102-4802) 
= D'O- DIC nd - АКО)" О) 
= (1 р)" nyl-ARQO)R" (А), 

于 是 ，(9) 对 n 亦 成 立 。 故 由 归纳 法 知 (9) 为 真 。 定 理 得 证 。 


$2 Q- 预 解 式 


定义 1 设 任 给 一 个 8- 和 矩阵 , 矩阵 RCX) = 0,0021 — A 
О- 2, WMR ELPRE, GDA FIR 件 Gii’ 同时 
成 立 ， 

GiD/ limQRQ) - 0 =0, a) 

显然 有 

引 理 1 FRC RA Wg 1 中 条 件 (iii) 成 立 。 从 而 ， 
一 个 C- 预 解 式 是 一 个 马 氏 预 解 式 。 

定理 1 车 R(X) 为 一 8- 预 解 式 ， 则 对 每 个 iEE 有 


оша ам, 0) 
其 中 M,>0 为 常数 。 
证 由 (1.8) 得 
rin <, (3) 
由 (1.1) 得 
. 30 * 


а М 


0< У А) 1А), a 


hvi 


由 (1) 知 
Літл] = Aru CA) = ~ q =, 


故 存在 常数 X。 220, 
Ma-M,0))€q,*1 Q>). 


即 1-02 « HL OFM). — (9) 


ma. 
1А (А) «1 HAGAL +А У ra) «2« D, 
keE 


(0,2. (6) 
令 Mi=2(qi+1+2Xo)， 于 是 由 (4)、(5) 和 (6)? 得 


X sc Ara] =G 0402) + X QO М, 
АСЕ hx: 


故 由 (1.92 和 (3) 得 


OAOA б). 


2 «ny X, Jòn А) т) 
kE 


1 
<ni > Io = А) | A 
kE 


1 
«пру > |b Ara A| 
kE 


nM; 


А +1 ° 


< 


于 是 引 理 得 证 。 
定义 2 对 任 给 的 一 个 0- 矩阵 ， ЖИВО) = C O2) RI t — 


. 31. 


个 B 型 9- 预 解 式 ， 如 果 8 1 中 条 件 GD、(i 和 下 列 条 件 Gii)” E 
时 成 立 ， 

Gi” -OROA =I. т) 

引 理 2 B 型 0- 预 解 式 必 是 8- 预 解 式 。 

证 设 RC\) 是 一 个 B 型 0- 预 解 式 ， 由 条 件 (i) 知 有 ryCN) { 
Atto). HRO 


0о<,0) <. 
于 是 т0){0 (М + co), (8) 
故 由 (iii) 得 

тлу (А) = limQ- grs CA) + У) qari QD) = ©. C9) 

ic е kvi 
又 由 (7) 得 

МА (А) ~ ò) = b» qiz, (À), 

АСЕ 


但 > lq Q) E Haas Q) 
АСЕ АЕ 


< У |4.1<24< +оо, 
АСЕ 


所 以 由 (9) 和 定理 10.1.8 得 
па (Ат; Cà) ~ 05) =lim > Gira (À) 
i Mee E 


= > dixlimA mi Ф) = > qab,; = qu, 
ей. 5229 КОЕ 


ЭЛЕ ПН) Jr. ДКО) а — 1 Q- 预 解 式 。 引 理 得 证 。 
定义 3 ”对 任 给 的 一 个 8- 和 矩阵 , 矩阵 RC%) = Cri《X)) 叫 做 一 


. 32. 


个 F 型 Q- 预 解 式 ， 如 果 $ 1 中 条 件 (i)、(ii) 和 下 列 条 件 Cii)” 同 
时 成 立 ， 
Gi” | RO)OI-Q) =1, a0» 
引 理 3 F 型 预 解 式 必 是 8- 预 解 式 。 
证 设 RO) 是 一 个 F 型 0- 预 解 式 . 由 于 C8) 是 由 条 件 ORI 
(ii) 推 出 的 ， 故 在 此 (C8) 仍 成 立 。 由 C8)、(10) 和 定理 10.2.4 得 
limAri; Q) ~ ð; = lim( = qii) + lim > њам 
з=» pe =e haj 
=0。 (11) 
又 由 条 件 (i) 和 (站 ) 得 
пъ) =ra(u) + (g А) S тС) 
所 以 У њ0)а= D та) 
k; 


hej 
*G-X) Xr) У aA 
1] kei 


Bn У њ0)а + D т) У) 40204 
:ЄЕ Г) 


kç; 


= > њара tura) 2 ты. a2) 
kej sEB 


kj 
由 (8) 及 定理 10.2.4 有 
lim У) табу; = У) limra Ay = 0 (13) 
1-9 haj эч: atii 


及 limy > ғр) S; ra (Adi 
kç; 


T 


=> гьш) Z limra O24, = 0, ao 
kajt 


16E 


. 33a 


H 2). (1381014 f 


lim 之 ri Q0) X Mady 
cil t Y: 


kj 


- 之 ra(QU)0, = D т.094. a5) 


id 


固定 svEE， 选 j,->co， 使 lim УА, О.) а, Е. ФА 
Ау 


= lim 2м Tsa dg 


hn = 


0, = 
> D limi, ra Qua { Minden (5) 
Py j^" Чы, 802). 

由 (15) 得 
Уњ009; = im. У) тыби) X Arad 


"i :ЄЕ hvj 


zlimri, Qi) 25r a Qd 


kj 


+ lin b ru) E А." СА, dy 


E 


zr (да+ 之 ш) Жш, т...) 


=п.„()а, + У) т.004. a7) 


ges. 
1.7 


Es ае, 则 由 (17) 得 
ris(K) giris, (а, GCE), 
特别 P CDA ss C1) a 
Ый Maal, Uo), a8) 


. 34 • 


所 以 可 选 一 个 4。， 使 r,s.Ch) 0. PATERE 


4128,4. (19) 
由 (16) 和 (19) 得 
G, — d.i, (20) 


从 而 lim У nCX)qu 存 在 且 
加 之 


lim > Mr. (K) = 4, = > limi, CM) quis 
-= eei pr 


Go xD. (21) 
Яз, =], Wa; 0 C17) 


r, (18,0, 
于 是 再 由 (18) 及 ai 过 0 得 


а= 0. 
所 以 lim У aQ Oq ЕН 
me kaj 
lim У №,0)9=0= У lim Ay. (22) 
79 isj hs ve 


总 合 (21) 和 (22) 得 
lim» муа = D imara As (i,j EE). (23) 
T? ksj ГР 


由 (10) 和 (23) 得 
Вт) ~ бу) = limq;jkrii (À) + lim У) Ma (AJ 
> Pes е 24 


=limajMrij(\) + > limkra 20, 
i ie 

* > limkr (09 =q,;, 
КЕ" 


Ижан) у, МЕО) О- И, БЕИ, 
. 35> 
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定理 1 一 个 Q 过 程 与 它 的 拉 氏 变换 相互 唯一 决定 。 

证 由 (1.1.1) 和 定理 1.2.1 知 , 任 一 Q 过 程 P(t) = (pCt) 
的 任 一 元 素 pi(1) 是 L0, ©) 上 的 有 界 连续 函数 。 于 是 由 定理 
10.3.1 立 得 本 定理 ， 

由 于 定理 1， 今 后 我 们 也 常 把 8 过 程 的 拉 氏 变换 叫做 一 个 @ 
过 程 。 

定理 2 ” 设 任 给 一 个 Q- 和 矩阵 @ , ЖЕКО) = (000). (>0) 
为 某 个 8 过 程 P(t) = (pi( 节 ?的 拉 氏 变换 的 充 要 条 件 是 КО) 为 
一 个 0- 预 解 式 ， 

证 (DEI, 

BPO = (pi(1)) 为 一 个 8 过程，RCX) = (00) 表示 它 的 
拉 氏 变换 。 由 (1.1.1) 立 得 (1.1)。 了 又 由 (1.1.1)、(1.1,3) 和 定 
理 10.2.6 得 

limRQ)- time РО)! 
=, e p(t aot) 


4-9» JO 

ЖЫ жЕр, | 
“се 
= | e~ids=1. 

I 


于 是 (1.3) 成 立 。 
我 们 有 恒等式 


Гета +s) ds= e"! R(u) -| = 《0 
9 9 


从 而 fe ferra +s)dsdt 


° 36» 


-Ro[ e^ 979! dt - = RO 


1 xd 
=R) RO) 


_ ЕО) - RQD 45 
及 一 入 Е 
又 根据 (1.1.2) 可 得 
| Ten ferea +s)dsdt 4e [Тер Р(зуйа! 
ME J; s # 


=RQ.)R(u). (2) 
HO)48002)348C1.2). HIC) 764] <2 及 pi CO =E 


在 k 之 0， 使 DAO- | < (20. 于 是 由 定理 10.2.6 得 


lim. Qn, Q) 75) = limf Ateu) - aD dt 


= limf É А e (pi(F) - 5%) 


лә) о 


=Í te`'q;dt 

° 

= auf tevdi 
9 

= fiis 
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从 而 (2.1) 成 立 。 所 以 RGN) 为 一 个 2-- 预 解 式 。 必 要 性 得 证 ， 
QD 充分 性 . 
设 RC%) 是 一 个 8- 预 解 式 。 由 定理 10.3.3 和 定理 2,1 知 ， 存 
ECO, со) EWA ЯВА Сг), 1 


м0) sj етра, (00), 


即 nO) = d | "tco 


=, | ent eer emucoat 
=ð; "e tdt + f em I (s)dsdt 
о o Jo 


- | e (o [саа 


^ Palt) =ò; Госа, (3) 
于 是 pi(t) 与 [0，c) 上 连续 。 且 
поо = (естрада. (4) 


x . н 
"E поје E» @))а„ G) 


往 证 由 (3) 定 义 的 P(t) = (pii(Ct) 是 一 个 Q 过 程 。 由 〈4)、 
《5)、piit 的 连续 性 、 定 理 1.1、 定 理 1.2 和 定理 10.3.2 知 


p. (120, 1— Epua). 


ГРО 
从 而 1- Xp. Ct) 20, 


故 (1.1.1) 成 立 。 由 (3) 立 得 (1.1.3)。 又 
RQ) - R(u) 
ША 


= 1 m 
=R) Fi ROA і. 


. 38 * 


=RG) fe a-v dt - 51580 

= очево) dt Ге e "=" Руан 

= [еко = f tn P Gs dt 

"eene *s)ds |а. (6) 
ROR) =f e PC dt» 'e-Pcoas 


= Герс? а. (D 
由 (1.2)、(6) 及 (7) 得 


人 人 ec + s)ds t 


Е [e [F e-“Pp(t)PCs)ds j=. 
由 于 (1.1.1)? 及 P(f) 是 [0,co) 上 的 有 界 连 续 函 数 立 知 对 于 任 一 
к>, [cepa «2d ӊ |" PCDPCG)ds 都 是 ! 的 有 界 连 续 画 
数 ， 于 是 由 定理 10.3.1 知 
fe "PO ds [= СРР (з)ав, 


F РСР +5) = РСР), 

3X(1.1.2))& XE. BPCO) = CP 000) BE С1.1.1)— (1.1.3). 
于 是 由 定理 1.3.1 知 p;(0) 存 在 。 又 由 (3) 及 li CIE (0, оо) 
ERAR р: 071 入 ,sup Li CO roo. FE HR ЖШ 


1.4.1 知 p 生 (0) 存在 且 有 限 。 故 由 Pu) -dul <2, laul« 
+ co 易 知 ， 在 K>0， в | 2460-24 | x, Q0. 于 是 由 定 
理 10.2.6 知 

. 39 * 


qi= limQ Qr Q) - 5; D) 
- tmf "Men (pu -90,)dt 


= limf ес (pi; (5)- б ;)dt 
LI iji\ =ð; 
aj puc ы. 


rao" 


` 
= 全 em p) y: 24 
| + 
t 
= lim T te7'dt 
Ium t 


* 
- pi). 
综合 上 述 论 证 知 P(t) = (0,0) 是 一 个 Q 过 程 ， 它 以 2- 预 解 式 
RQ) = G, Q) 为 其 拉 氏 变换 。 故 充分 性 亦 得 证 。 至 此 ， 定 理 
证 毕 。 


$4 8 型 Q 过 程 的 拉 氏 变换 判别 准则 


定理 1 对 于 任 给 的 一 个 2- 和 矩阵 @， 和 矩阵 КО) = (7;;(N)) 
(>0) 为 某 个 B 型 06 过程 P(t) = (pi;(1)) 的 拉 氏 变换 的 充 要 条 件 
是 RO) 为 一 个 B 型 0- 预 解 式 。 

证 (D 必要 性 . 

ШРС) Во, ЦЕО) ЕКС) 的 拉 氏 变换 。 
由 定理 3.2 和 (1.7.3) 立 得 条 件 (i)、( 让 和 (iii)”， 故 RO) 是 一 

. 40 ° 


个 B 型 0- 预 解 式 。 

a) 充分 性 。 

EZ, BRO) 是 一 个 B 型 0- 预 解 式 、 由 引 理 2.2 知 ，RCX) 
О-ВИ. 于 是 由 定理 3.2 知 ， 存 在 唯一 的 89 过程 PCt)， 
它 以 RCO) 为 其 拉 氏 变换 。 由 条 件 ( 十 )" 得 


M. Q) 一 Di 一 2; q ni (À). 
kE 


但 i40) 5 = | utpa, 

ФӘ ЊНР:;01)20, 2,70 (isi) 及 定理 10.2.3 得 
fie oca = E а, [еса 
} ACE * 


=f e^"q, pi Ct)dt + У Í ет“: (0а 
t kri 
= f e"qip i ;Ct)dt + [es У 4:00) 
, ? kvi 
= [e E apucat, 
3 kE 
H E ham» < > aa <24; <+ оо 
ACE k E 


以 及 定理 10.1.9 知 之 ар C) 是 1 的 有 界 连续 函数 。 由 定理 


1.4.1 知 1p';(t)| 志 29;。 于 是 由 定理 10.3.1 知 
pi Ct) = > арыб), 
heB 


即 (1.7.3) 满 足 。 从 而 P(t) 是 一 个 B 型 Q 过 程 ， 它 以 RCX) 为 其 拉 


edi s 


RER. 
定理 证 毕 。 


85 下 型 Q 过 程 的 拉 氏 变换 判别 准则 


定理 1 对 于 任 给 的 一 个 CQ 矩阵 @， 和 矩阵 RCA) =A) A 
T0) ET FIIQERPC) = (Pu5(t)) 的 拉 氏 变换 的 充 要 条 件 是 
R(X) 为 一 个 F 型 0- 预 解 式 ， 

证 (DD 必要 性 . 

设 PCt) 为 一 个 F 型 过程， 以 RCN) 表 示 РО) ЕИ. 
由 定理 3.2 和 (1.7.4) 取 拉 氏 变 痪 立 得 条 件 (D СШ) dii), 
故 RCN) 是 一 个 F 型 0- 预 解 式 ， 从 而 必要 性 得 证 ，。 

aD 充分 性 

设 RO) 是 一 个 F 型 0- 预 解 式 .由 引 理 2.3 知 ，RCX) 是 一 个 
Q- 预 解 式 ， 于 是 由 定理 3.2 知 ， 存 在 唯一 的 OQ 过程 P(t), 它 以 R 
(AN) 为 其 拉 氏 变换 。 由 条 件 (iii)77 得 

њо) = 15,008, ЭО. D 
于 是 , рас) 70, gii c0 D Е 10.2.3 
|," оош pe ә, -aif pucas 
+ | QE nuts]. (2) 


hj 
即 [еа ) -ôy +a [| macoas 


= |, У раб) ааз Jat = 0, (3) 


+] 


由 定理 1.7.2 知 
. 42 • 


p'uCED)2 — pi(t) aj У pa CE, (4) 
于 是 由 定理 1.4.1 得 


0< > pua, mpi Ct) + g;pi (t) 
kaji 


«20; +4; < + оо, o9 
从 而 о< |, У) paG)audssc (2qi + qj) t < + оо, (6) 
гей 


于 是 由 (5)、 定 理 1.2.1 和 定理 10.2.7 知 ， 
p - 6, a | тиз) 4в- f D pasya, ds 


huj 


是 非 负 连 续 函 数 。 故 由 (3) 可 知 
ра € +a f тиб) ds- | S: ronds eo, 
° 7 


Вр Di Ct) =ó; — q, fio ds fi У) рабә)дыйѕ, (7) 
9 kyj 
由 (6)、《7) 和 定理 10.2.7 知 ， 存 在 零 测 集 4 己 C0,co), 使 


p/ Ct) S риб), ФА. (8) 
kc E 


取 0 过 1 4， 则 对 于 h>>0， 由 (5) 及 定理 1.4.3 得 


S pa + h)qu 
KEE 


= M pa + h) + pi; (t + ар 
ksj 


= > (5) pa (t))a, + 9 Payan 
зєЕ 


haj sB 


. 439 


м 


(п) D pa Ct)q + È Opa C) 4 


aij 


> put) E DC) qs 


:м 


= > pup) 


sE 
=p, (t +h). 
ИТИ +h A, РЫСА) = 0， 故 1 可 取得 任意 小 , 所 以 对 于 一 
切 1 二 0,(8) 成 立 。 由 于 PC4) 为 8 过 程 ， 故 (8) 对 t = 0 也 成 立 , 所 
以 (8) 对 一 切 + 宇 0 都 成 立 。 从 而 PC1) 为 F 型 Q 过 程 ， 且 以 RCN) 为 
其 拉 氏 变换 。 定 理 证 毕 。 
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= 4 ж 


最 小 Q 过 程 及 
Q 过 程 存在 定理 


51 一 个 Q 过 程 的 构造 


^ 
f Suet 
foro 0= У fe aufs 
TR a» 
= > | =a fa - 245,020. 
hs 7° 
A= X fox. (2) 
0 
定理 1 对 任 给 的 一 个 Q- 矩阵 ， (2) 式 定义 一 个 Q HE 
бе). 
iE 由 41) 和 (2) 知 
fuCct)z0, (3) 
4 OSIP O. e 
TURO oU) (Dl Ct, + oo)。 (5) 


由 (12 和 (4) 得 
e 45 * 


0,5 (i) = буе"; 


(| 
on (дечи X | eruta Gds Q2 00. | 


hs 


由 (6) 得 
Xow (Ds Eee, 
BRE JE 
HDn (0) <1, ДІН СБ) 01.5.) 
PE 


Jonte) 
КЕ 
4 
cent D entras S ot Gods 
ka T? RE 
ED 
=e"?! + yj eu 79 q. ds 
hsi 0 


=en У) quf as 
hd $ 


«eut. a enm ds 
=e e (1- e =1, 
于 是 由 归纳 法 知 


Mot? (2) <1, (020), 
КЕ 


Ho? (C191fi(t)， 定 理 10.2.3 及 (C8) 得 
Efi. 


JE 已 


现在 证 明 等 式 


ft” GHD => Р G). fas" C) 


r-04€ 8 


+ 46 * 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


成 立 。 容 易 直接 验证 (10) 对 4= 成立 .假定 它 对 "已 成 立 ， 则 由 
og 

* mio (OD рин (t) 

y-0hcE 


ntl 


= в" + > > > 


m y-4A€E Isi 


f етадија 171 Gu) fitt Ctydu 
0° 


+1 


serfi PHS f е-и $ D fi G-u) 
147% r= F 


“сезе (Раи 
= ew fst) Ct) 


+D [== БМ? юл" сой 
Irit? Y=: E 


=u oye | сеш? acus Dau 
° 


ivi 


sey енча” Ct -wdw 
0 


m 


+ X [eain Gtt-wdu 
14479 


=> u еч} (s+ t —u)du 
1 


m 


4 | e7squf i" (в +1—и)йш 
10709 
gb 2 
- x| e7qufi* (s+ t -u)du 
pij? 


=} Р G+), 
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Јр 10) т + 1З, РН ЎЧ C10)R3F. 8 C10) 
《2) 得 


fuls+t)= Nf'tiGetn 
= >; >: Mf Ofi ct) 
ac-or-okc E 


= EAPO МТ?) 
k E r-0 "= 


=S EVO ZAD 


kE тео 


= 之 (Xf OJER” (t) 


= У fase. aD 
ke E 
由 (1) 和 (2) 得 
limfi(t)=1limf $5 (0) = 1, 
ne 110 
但 由 (3) 和 (9) 得 
таб) «1. 
110 
于 是 有 limfact) = 1. a2) 
由 (9) 和 (12) 得 
limfi(t)=0, Ci. a3) 
由 (1) 和 (9) 得 
1> fa >f P (0) =1. 
于 是 А00) =1。 a4) 
B 00) = 0, G). a5 
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H), (9), G1).G2),G3).G14)81G5)8/(/,G00)E-- 45 
EE. 

对 (6) 式 两 端 在 nt + co 下 取 极 限 ， 并 注意 0;” GD 1/400 
(Cn 人 + co) 及 定理 10.2.3 得 


fait) =e" D ean gfiCs)ds 
edt? 
= дует + ге. > e%qafu(s)ds, (16) 
Okei 


和 由 《f(t1)) 是 马 氏 过 程 和 定理 1.2.1 知 fi,(t) 是 1 的 连续 函数 。 由 


(1.5.1) AUS енда) | es^ S qa Seina, (0 < s< 
ksi ksi 


To)。 于 是 由 定理 10.1.9 知 D esqafu(s),(0<s<T,)JEsBJiE 
hi 
续 函 数 ， 故 由 定理 10.1.7 及 (16) 式 的 两 端 对 + 取 导 数 得 
fu Ct) = Xa). a?» 
ACE 
在 (17) 中 令 += 0， 得 


1j (0) = dii. ag 
于 是 由 (18) A, HODET. жашт. 


$2 (fi(t)) 的 最 小 性 


仍 以 P(t) =(P NRE, MAr NRR) 的 
МЕЖ, Це, О) л СОК. 
定理 1 


D pi; (1)> X аары!) G,jEE,tz0. (D 
heE 


e 49 * 


H) p (0,67 + X | едри) йв 


kyj 
Ci, JEE, #20), (2) 
iii) ru 002 У т OQ) + sia 
$: 
Ci, j EE,A>0), (3) 
即 ri Q)20 DuA (ijEE 和 >>0)。(4) 
АЕ 
iv) pi; (t> Spa (tq, G,j€E,t20). (5) 
ke E 
у) D. C1)206;i,e"%! + x[ DAS) que i C177 ds 
hei 
G, iem 120). (6 
YD табу» X CHR raq +-95 @дєв,>0).(@1) 
即 у Оу; 6; + Dra (ijEBE, 入 >0)。 (8) 
АЕ 


证 (D 就 是 定理 1.7.1 的 结论 . 由 (1) 得 
enpi CS) + а,езр, (s) > У erqi Di (s) 。 
hsi 


即 (еер), > E etga). 学 
ki 
从 而 ез!р(1)—0,, >f У etigi pi (s)ds 
9 aei 
2$ [чаара 
hei 
m pi (20:079 + E [is eSaancoyas, a0 
axi 
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故 (2) 成 立 ， 对 (2) 两 端 取 拉 氏 变换 立 得 (3) 和 C4)。 同 理 可 证 定 
理 中 其 余 结 论 . 
定理 2 


D f' =E afud) (i,jEE, t20, (11) 
k. E 


AT Gat) 是 B 型 @ 过 程 。 
i) fü) = бета + D (ens t0? q fa(syds 
G, JEE, t20. (12) 
ii XHf—j, (e400, iC EE ETLATEZI EU 


dao — iz 
Xi= È- Yen X,+ GEE, №0) a3) 


的 最 小 非 负 解 ， 从 而 有 
POE =ó; + D qap iQ) С, СЕ, №0), (М) 


ict 
iv) fia» factus G,j€ E, t2 0), a5 
MTD EEROR. 
V fit) =a D from u-nds 
,j€E, t20. 6) 


vi XHE—i, (9400, sha ai 


Xa 
х= ута + GEE, X»0) an 


ii 


的 最 小 非 负 解 。 从 而 有 
№0) =ó; + > ФО) @,}ЄЕ,М>0), ae 


heE 
证 (12) 即 (1.16)。(11) 即 (1.17). < 
. 5] * 


coy = S 
70) = ГУ, ) 
> (19) 
IDCM 4 en> 
Wo) EX rdi AES 
АШ 15 Q) РФ). (20) 


于 是 由 定理 2.1.1 知 ， 对 任 一 六 (409,0 € EHEG3D BU k RAE 
负 解 . 令 


^ ë 
iy = — 9н 
TOS ig! leo 
^ ™ | ; 
ТоС) = 5 Ja OD fy GO. 
[27] 


At dj 


m Oo, 与 (21) 知 
TCD = 了 (CN) = =— 


"s À +q, ° 


ao m " 
VO) XE О) idu 


ТРО) = L1027 6 ry Cx j. 
于 是 由 定理 2.1.1 和 定理 2.3.1 知 ， 对 任 一 i;，{piCX)，jEE} 是 
《17) 的 最 小 非 负 解 。 由 《fi;()) 蚌 一 个 8 过程 。 定 理 3.3.2 以 及 
定理 3.5.1 知 ，(f;(1)) 是 一 个 F 型 Q 过 程 ， 故 (15) 成 立 。 在 条 
ЕРО) =6; 的 条 件 下 解 方程 组 (15), 立 得 (16)。 
定理 3 РС) =P 0—0, КОМ) = C400) 
为 其 拉 氏 变换 ， 则 
Һс) PC, (,јЄЕ, 1:20), (22) 
gQ QO) <i), Ci,jEE, K»0). (23) 
证 icc и S RAM 


XX T — xX,+——, (i€E) 
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的 一 个 非 负 解 。 而 由 定理 2 知 ，{9i(X)，j EE} 是 非 负 线性 方程 
组 


XE 
的 最 小 非 负 解 。 于 是 由 定理 2.2.1， 立 得 (3)。 再 由 定理 3.2.1 
立 得 (22)。 定 理 证 毕 。 

KUA, SERIE GAD 和 下 (叫做 最 小 2 过程。 

下 面 我 们 引入 两 个 记号 。 


Yo 0 1 
m, екл |», enoa- 中 
:/ : 
l; 为 全 体 满足 条 件 之 lai]  * co 的 实数 序列 а= (coy 
аџ, 7), 1@00-=(0, 0, +). 
定理 4 若 0, «Y €nEOI-Q)Y -U-0,, WY 200)U 
进而 ， 如 果 方 程 
Q1-Q)Y -0, Ао 
o,«xpycm | 
RUE, ШУ -00)U, 
证 HERUDO,JU8EOI-OD)Y - ОУЕН 
程 组 


= S da. u, ic 
nem ET kd SEEN (25) 


(24) 


于 是 由 定理 2, u= У би;ЖҖИ5##2.2.2%], ФО) А) (25) 


КЛАРИ, АО л C250 НЕА, ПИЋЕ >ФО.)&Е, 
4 
Z-Y-90)U, 
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于 是 Z 满足 CO, i Ол) HS, WL Z-o, FB Y 
-00)U, Jib. 

FI ЖШ rik nf ue, 

定理 5 3$ 0.«n€lZnOJ- Q) 2vz0., Шп>үФО), yt 
而 ， 如 果 方 程 


NAE. X0, l от) 
0_<mE1 
只 有 零 解 , Vm m YO). 
$3 Q 过 程 、B 型 Q 过 程 和 下 型 
Q 过 程 存 在 定理 
定理 1 对 任 给 的 一 个 8- 和 矩阵 ，Q 过 程 、B 型 Q 过 程 和 F 型 8 
过 程 总 存在 。 
证 由 定理 1.1， 定 理 2.2 立 得 本 定理 。 
$4 关于 中 () 的 一 些 进一步 性 质 
令 20) =1-АУ Фф), GEE, А0), a) 
定理 1 A0 (+ +co)。 2) 
即 АУ фб) t1 AA +оо), (3) 


Ж 由 定理 2.2 知 ，{9i,CX)，iE E} 是 非 负 线性 方程 组 
q, 
х= У у + чею 


的 最 小 非 负 解 ， 于 是 由 定理 2.2.2 知 ， {А E oa, ic 可 是 


ieE 
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非 负 线性 方程 组 


X= 21 x,+—— P qep O 


BENE LR. ЖЫ SOS eu00 x1, Br Dl (200), iC E) 
是 非 负 线性 方程 组 


-Za 
Z= У Ta Z+ — — 


ksi À 入 十 


(5) 
0<Z,<1 

的 最 大 解 ， 并 且 此 最 大 解 可 由 下 列 方式 得 到 

20) =1, 


- Ў а lo 
20 E e го) + xi CE, n0), 


则 ZEA) (nt +оо), (7) 
HOMMA, MAAK, aR, ВА У ФО) 不 减 。 
jEB 


又 由 [X X „Оэ, ier COBRE SUR 


À 
ETA <À Leo GEE), 


于 是 AY 9,0211 (А4 +оо), 


从 而 2000) {0 О} +оо), 
定理 证 毕 。 


定理 lim Az Q) =4- Уа GEE), (8) 


bri 
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证 在 定理 1 的 证 明 中 曾 指 出 ，{ zi(X),iEBE} 满 足 (5), 即 
МО) = -@г;Оу+ У аг) +qi— S aj, GCE), 
kai 


于 是 由 定理 1 立 得 (8)。 定 理 证 毕 
定理 3 11% 


Ew 
ze 人 , 


/ 


MJ, i ZOo-Zü)-(-23)90)Z0Q0 =0.. (9) 
ib ZQ)=0, (020) 
的 充 要 条 件 是 对 某 个 ko 二 0 使 
ZÓ)-0. (a0) 


ii ЖАИ CE,# 32,0, WJ 


z,0)20 Q0). 
HE 由 中 人) 为 一 2 过 程 的 拉 氏 变换 及 定理 3.3.2 知 
ФОМ) — Ф(и) + Q.- n)DOQDO(u) =0。 
TE 0-2 иФ(А)І — нФ(и)1 ~ (и – 3)860)nuo(u)1, 
Aij —1-1360)1- ADA) +иФ()1+1-нФ(и)1- 
~ Q -3)00)u9(»1, 
Bp (20-3060)1) = (1-нФ‹(и)1) + Q.—3)90)1 ~ 
= (-%)ФО)нФ(и)1,‚, 
即 (1-APA)1) = (1 ИФ(н)1) + (и А)ФСА) (1 ~ иФС(р)1), 


Bp ZO)=Z(u)+ (и—\)ФО.)Ж(и), 
Bn ZA- 200) + Q -uw)90)Z(()-0, 
于 是 i) H. 


现在 证 明 ii)。 显 然 只 需 证 条 件 的 充分 性 。 
若 对 某 个 xs 20, 010) 成 立 ， 于 是 由 (9) 得 
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ZO)-ZQ4)* О. -3)00)Z Q4) 
=01+ 04, —3)90)0; -0;, 
从 而 条 件 的 充分 性 得 证 。 故 ii) Jt. 


下 面 证 明 ii) .在 定理 1 的 证 明 中 曾 指 出 , [X E z; QO i € E] 


是 方程 (4) 的 最 小 非 负 解 。 于 是 ， 由 于 0< 忆 wiiCOD)<1(OA>0， 
icE) 得 I 


入 + Y qia 
入 LIIS 


хта, —k*d, SN 


Ji 
MY. < ш 
Do E A di, ы 


ich 


从 而 ， 由 (1) 知 iii) 真 。 定 理 证 毕 。 
定理 4  a-(2,,0,,--)20., А00) =аФ\), N 


n0z0- an 
nO) - n) + (А UMCP) = 0_ (12) 
толп) -9 (13) 
limAnCA)1 = а1 (14) 


证 由 >0- 立 得 〈11)。 由 中 () 为 9 过程 的 拉 氏 变换 及 定 
理 3.3.2 知 


$0) - (D + A- WP DN) =0。 (15) 
YE (25) HEWER). HPA 40 О} +оо) 及 
定理 10.2.4 立 得 

nA) 4 0-. ae 


由 定理 2.2 和 定理 2.2.2 
- ба — 0; 
20-2 A rq eq 


Bp МО) =а;— ат Q) + > Os. 
h-j; 
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于 是 由 (16) 及 定理 10.2.4 立 得 (13). H 
MQ) «326021 = X (Sap) 
j€E ib 


Za (* S pw) 


和 定理 1 以 及 定理 10.2.3 立 得 (14), EMEP. 
定理 5 KORT, ШАО) =1- ФОЕ 
(М-0)@ =0; X0 
0 <U<I ) 
ЛИЕ. А20) =0. ЖРА OD 只 有 零 解 。 
证 由 定理 1 的 证 明 过 程 知 (ziCx),iEE) 是 方程 (5) 的 最 大 
解 ， 注 意 Q 保 守 ， 方 程 (5) 即 方程 (17)。 于 是 定理 得 证 。 
定理 6 ”对 一 切 X>0， 


inf 和 Eu Q) =с0)>0 (18) 
P 


ат) 


JR SE B0 35 EAR ЕЖЕ АРАТ ЖО, зу, 

证 显然 ， 只 要 证 明 条 件 的 充分 性 。 下 面 分 两 种 情况 来 证 
9j. 

G) 0<А<А,, 

由 CX) 为 的 非 增 函数 ， 得 


соул 9,0.) 2360,20. 
i€E jc ° 


Gi) A, À< +оо, 
由 定理 1 得 
с(%у>с(%„)`>0. 
于 是 (18) 成 立 。 定 理 得 证 。 
定理 7 ”存在 与 \ 无 关 的 行 向 量 oa>0-，, EPAI + оо, 
而 x1 = + c2 的 充 要 条 件 是 
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tnf 2 ФО) = c0) 20, (0A + оо), (19) 
ier m 


REME sg 6) fr fe E КО СА, < + оо, di 
inf ç Z 9,4) 7 004) =0. (20) 
Ж 先 证 充分 性 。 
由 于 
0cME 9i) «1. 


故 使 MNIE X ат) 


=+ Sa (5 тО))< +оо 
ieE {ЄК 
之 a>0- 是 存在 的 ,如 选 e(i) = 27 (6E), BEAT FIBER 
选 了 一 行 矢量 >>0-， 它 已 使 (MX)1< + co。 任 选 定 一 个 常数 
0< 和 之 + coo， 由 于 (19)， 可 选 的 无 穷 子 集 E， 使 
УХ, 2 pG <+ ос. 


еа 
4 E,=G, i€B, ad)» D, 
E,-(, i€Ë, ad) «D, 
zd gem 
1, іЄЕ,, 
m czGD>cG)>0 (EE) 
€ eX Ze O 


ics 
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= > апуу, Xo, G.) + > K > o 
ie ies ге, 162 
«Уа, Уф) + EX >) Pu) +оо 
iLE Ir „А ies 
> 5 “> x Kua = +оо, 


i 
icf ? 


考 定 理 6 的 证 明 ， 易 知 ， 对 于 0<X< + cc 有 
之 aco > фи) < + o. 


于 是 充分 性 得 证 。 
再 证 必要 性 
车 (20) 不 成 立 ， 由 定理 6 知 ， 这 时 有 
inf У фу) =c@Q)>0 («c + оо), (21) 
ieE jen 


车 有 >>0- 使 
Zu Уф) < + оо (tco), (22) 


jet 


则 由 (21) 得 
EG E pu) 2 aG) (0<А< + оо). (23) 
jEE SEE 


ТЕЕ 
HOD, (22) 102318 
У a< + о, 


于 是 ， 必 要 性 得 证 。 定 理 证 毕 。 
定理 8 若 (18) 成 立 ， 则 方程 
-QU-0, (020) | 


24 
0,<U<1 us 
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只 有 零 解 。 

证 由 P(X) 为 B 型 0 过 程 及 定理 3.4.1 知 

СМ Ф)Ф(А) = 1. (25) 

Ат Q1- Q)902)1- 1, (26) 
假定 政 是 (24) 的 一 个 解 ， 根 据 (18)， 存 在 k>0, HEU «kv, 这 
里 v= 和 AP(X)1。 于 是 01 «kv- U € m, W26) 得 O4 — Q)(kv 
-U)-(41-Q)Ào()1-0,-kM», BUREDEJS2.448 kv-U 
2>2Ф(А) (КМ) = ку, А10 <0,, WU HU-0,. 定理 得 证 。 

定理 9 

(a) ФИК Ht U WW JE ФО) =0, (此 即 对 每 个 i 有 
УрО) =0, АРСО), WU=0,. 


(b) 3X 4? Жай JÉeDO)-0. Ob Bl xf 0, 有 
Z apu) 70, 这 个 级 数 绝对 收敛 )， 则 =0-。 


证 由 定理 2.2 知 


和 
ө = Z аан) + Ls. 


从 而 ， 由 定理 10.3.1 和 >, pi(M)u 绝 对 收敛 得 


0= > pu; 
;€t 
р? т зс 
=0 AL 


故 и,=0 (CE). 
于 是 (a) 得 证 。 用 类 似 的 方法 可 完成 (b) 的 证 明 。 定 理 得 证 。 
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第 9 ж 


B 型 Q 过 程 的 
唯一 性 准则 
$1 两 个 引 理 


引 理 1 EnA, п0) СІ, H 
nO) — n) + € — in(O)90) 20. A>), (1) 


Д) ФОО. RAD О) 是 和 的 非 减 函 数 , 从 而 极 
Mlima D CX) 存 在 且 这 个 极限 等 于 0 的 充 要 条 件 是 


т0) =0 Q0, j€ E). 
证 BOA) 95 — Q it Ë ЖЕ BB 3.3.2 MI ФО) V0 
Q + о) 
limAo;Q) = ду, 


于 是 由 mGOA)E1， 定 理 10.1.8 及 (1) 得 WCGCA) 1 At + 9X 
ит) = атри) + à > nGO)e;0) E тла) 
= Ате 95 icE 


=n) + > mGQ»limg;Q) - ma (limig; Q) 
ies TOME іЄЕ "e 
=N) +0 Sn), 
ieg 
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0,0) - 1) =0. 
由 (1) 得 
Ху) SANCHI + -NM MMH DO 
= Аар) + (и – K)n(u) i — 0-390251) 
—un(D1-- (А – нуп) 3 ABAY) 


于 是 MG)I1=》 > 0,0) JEME TERRE. TR IER GE, 


引 理 2 ” 设 任 给 一 个 Q- 和 矩阵 ， 芳 
\ФО\у1 +1 (2) 

RIHM, n0)50., nO) ELE, 
91) - nO) + ( — )nG2)9() = 0. (6,420), (3) 
ZAMA 


则 КО) = DO + ууу (4) 
满足 条 件 
RO)>0-, XRO)1-1, (5 
КО) ~ R(u) + CA— Ш)КО)К (И) =0, (6) 
limAR(A) =I, e 
oo 
以 及 RASP). (8) 
证 由 (3) 知 
nO)x0. Q>0). (9) 


由 (2)、(9) 和 定理 4.4.3 知 (8) 成 立 。(5) 也 显然 成 立 。 由 定理 
4.4.1 知 中 () 为 一 个 Q 过 程 。 于 是 由 定理 3.3.2 知 
lim) =I, 
由 定理 4.3.2 和 引 理 1 知 
limh Z limn A) 


im AZOA) => 
lim i Tmn 


于 是 (7) 真 。 往 证 (6) 真 ， 令 


=0. ao 
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——— aD 


ТТЫ 
ЕО) = т ZO). a2 
AQ A) =1+ (и МФО), a3) 


于 是 (3) 和 (4.4.9) 分 别 变 成 
nOD ACL,X) = ПО) 
和 ZQ)-AQ.)ZQ). аа) 
又 т.(1+ OG —u)nQ)m,Z(») 
NAZ (u) 4D) 
um(u)1 


Си) + OA- по) Z (u> 


Фла) Cnn) LD) 


.umQ)1 + (А – NMA- uP) 
OnI) nO) - 


ити) + (K — ]mO)1 + иби —-%упО)Ф(и)1 
ONADI ат) 1) 


_ umQ 1 + АСА) - mO91 UMA) -nL 
MND (un(u)1) 


(+ GQ -u 


= а 


RISE iL 
= аат € аз 


由 (4)、(11)、(12)、(13)、(14) 以 及 (15) 知 
КСА) =R) + (А Ш)КОЈ)К(И) 
-$0)n0) - S(u)n(u) + (K— HBA EN + 
+ EO)nO)B(G)n((D) + 00n0)9()) 
=: (А) n0) + (А nN DE) - [I + (u АФС) 1 
* ECN) ~ Си – MECN EC NEL) 
= (50) — AQ4X)8Q0 ~ (и — 3)80)n0)2500)n(2) 
= (&OOL1-4 Q.— inQ28Q) j- AQ A)8Q))nQO) 
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={ЖОут1 + (一 шлО)ут„2 (u) 1— ZOMM 
=Z m+ О,-шюлОәт,Ж(и)1- m,)n(u) = 0+ 
于 是 (6) 成 立 。 至 此 ， 引 理 证 毕 。 


$2 Doob 过 程 


本 节 假 定 @ 保 守 。 
xmi 设 方程 
AU -QU =0,, №0] 


0, cU x1 


а) 
жїда = (0,0) >. 250. ,90001< + оо, 
КО) 2 602 +20) XOT (2) 


R—T5 T0001 (300318. 
证 由 (1) 有 非 零 解 和 定理 4.4.5 知 (1.2) 成 立 , 于 是 由 引 再 
1.2 和 定理 4.4.4，RCX) 满 足 (1.5)、 (1.6), (1.7) 461.8). 由 


oO) BEIQUBR 

A - Q6) =1. (3) 
又 由 Q 保 守 及 定理 4.4.5 知 

(М-0)20)=0.. (4) 
从 而  (O1-QROO-I. (5) 


BO. (1.6), (5), (1.8) 和 定理 3.4.1 知 ， RC) 是 一 个 异 
FOAN 的 (B 型 )Q 过 程 。 定理 证 毕 。 

定义 ! 对 任 给 的 一 个 Q- 矩 阵 ， 若 (17 有 非 零 解 ， 则 由 (2》 
定义 的 9 过 程 叫做 Poob 过 程 ， 
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$3 问题 的 归结 


ФЕ =(-1) ЕЖ 


а G, ICE), 
Qela- Xa  GeEj--D, 0 
l hri A 
o Gi= -1,1€E). 
po 
Q=(g 1, JE Е), (2) 


л, О-О НЕЕ. 
定理 ! BPQo-OAO» 1, je D 是 一 个 过 程 . 2 
рис) = р!) i, JEE, 
PO) = (030005 1, ICE)» 


ИРС) BIO. " 
证 (1.1.1), (0.1.28 (1.1.0. AX xr. HQ 保 F 


及 定理 1.7.3 知 P(t) 是 B 型 0 过 程 ， 于 是 由 《1) 知 


p_ i)= X aaa BO) = > 01 PG) =0 


kc E teE 
GEE) 


Rip 1,00 = 0H p: COET, ce ) 上 连续 知 
p-, Kt)=0 (EE, t20). (3) 


d РОЮЖ— ВИ OSERUR (3) 知 (1.1.27 和 (1.7.3) 成 立 。 
所 以 PC 是 一 个 B 型 8 过 程 。 定 理 证 毕 。 
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$4 0 型 Q 过 程 的 唯一 性 准则 


定理 1 对 任 给 的 一 个 8- 和 矩阵，B 型 @ 过 程 唯一 的 充 要 条 件 
是 方程 
-OWU =0,, Tu 
0,<&@ <1 
只 有 零 解 。 
Ж (D 充 分 性 . 
d DRAR. ЦЕО) = (YiCX)) 表 示 任 一 B 型 Q 过 程 . 
5 Я 


a) 


WO =E) = 900220, 


于 是 ， 由 于 中 () 也 是 一 个 B 型 6 过程 及 定理 3.4.1 知 ,对 任 一 )E 
E, (wiO), ICE ÆRE (1) 的 解 。 然 而 ， 由 (1) 只 有 零 解 
知 wiQ-0, Bl 
Yi (À) = g; QO, (2) 
故 除 中 (X) 外 再 无 其 他 B 型 过 程 。 
OD ` 必 要 性 . 


设 (1) 有 非 零 解 。 以 PCN)=( PA) i，jEE) 表 示 最 小 


Q 过 程 。 由 定理 3.1 知 (P(X); i,jEE) 是 一 个 8 过 程 。 由 定理 
4.2.3 知 


© QuO) ФО). (3) 
考虑 方程 ` 
hui- У qa =0 (>0， iCÉ), 
ied | a 
б< ucl. 
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На ..,=0 G€ E) 80.,0)=0, BibL (4) 变 成 下 列 两 个 独 
立 的 方程 


Mu- Eq t =0 Q0, ICE) ) 
kE f (5) 


O< шщ<1 
和 4.,00:0. (90, (6) 
JE © 即 方程 1)。 于 是 由 假设 知 ， 存 在 (5) KROA 
CEE), 使 


0< m0 A>0, IEE), 
从 而 〈4) 有 非 零 解 。 令 


20)-1- 9021, e 

а=(а., G, о, ~.) >0., (8) 

RO) = ФО) + zo) — 202 _ (9) 
һа Ф (АІ 


由 定理 3.1 知 , КО) =( 00), i J€ E) 是 一 个 B 型 过程. 由 
(4) 有 非 零 解 、Q 保 守 及 定理 4.4.5 知 


40)50 G€ E, №0). a0) 
H (6) 和 定理 4.4.5 知 

2,0220. an 
H (о) 和 OD Яя 

10)%0 GEE, А0). a2 


HOD. (12) 和 定理 4.4.3 知 
ZQ)2>0 (GEE, X20. a3 
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TÀHa^0., (3) 和 Q2 知 
п) афО) G, JEE, М>0). ao 


所 以 RO) = 6400, i, jEE) 是 异 于 最 小 8 过 程 P(X) 的 B 型 0 过 
程 ， 充 分 性 得 证 。 定 理 证 毕 。 
定理 2 ”最 小 9 过 程 为 诚实 的 充 要 条 件 是 @ 保 守 且 方程 (1) 
只 有 零 解 。 
证 若 最 小 8 过 程 诚实 ， 则 由 定理 1 和 定理 4.4.3 知 8 保守 
EJE С) Ref. 
反之 ， 设 0 保守 且 方程 (1) 只 有 零 解 ， 则 由 (1) АЖЕ 
和 定理 4.2.4 知 方程 
Q1-Q)n-M a>0) dis 
0.<1<1 
жЕ п - Xp(X)1, 但 由 Q 保 守 可 直接 验证 msI 满 足 (15)。 
所 以 Xp(N)1 = 1， 即 中 () 是 诚实 的 。 定 理 证 毕 。 
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= 0 ж 


FÆ Q pJ Е 
唯一 性 准则 


$1 ЖТ 


引 理 1 37 
m- nQ =0_ o 
0-<п, 11< + co 
有 非 零 解 ， 则 可 造 一 个 非 零 解 1CX)， 使 其 满足 如 下 条 件 
СА) =nGO A А), (2) 
证 设 (OD 有 非 零 解 ， 因 此 存在 Xe>0 及 ECXo) 使 
MEN) - 50,20 -0. | 
0-<5(%), БОА) + co 
成 立 。 对 任 一 >0， 令 
nO) SEC ACA, А), (4) 
ШАО», А =1, PANAD 75040. FADA, MJ 
nO) = ОА) + О, А)ФСА)) 70. 
ЯТА <А, WüdmO.0,-09)-04 
NCA AL- О) = (А-АА) >0-, 
于 是 由 定理 4.2.5 得 
10,220 —3,)10,)90). 


а) 


(3) 
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因此 NOA) =n AG...) 230400 (А —-%)Ф(%))>0.. 
所 以 nwa (0), 5) 
ACMA = NCA DCE + Cha -4)90))1 


«(i AE Danois, 6) 


24, 
Фз=о+( 20, ) DL OO. 表示 和 的 第 :个 分 量 ， 
0 х. 


СПО )ФО.)$)„ 


= У (10.094004, 04) D Оды) 
" iek 
< Уо) Ув) ФО» 
i i jvh 
= Yn Q0* D MOAPA) + 930249 ~ da) 


<*> "02s En %0(1+9 +1) 
=2(1+-5)  ъ@„у< +оо, 


AXFO DU 04,-3)90))01— Q) 可 使 用 结合 律 。 故 
ЧО) Q) = Q4) + О, ~ MPN 01 ~ Q) 
=N DC + О ~ АФО)) (NI О) 
= О) Q) + Q, = ADAM - Q) 
=nQ.,) (QI - Q) + Q4 =M 
=n) A-Q) -0., (7) 
H (5). (6). (7) Ж, n (0 满足 方程 (OD. X 
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AQ, ША(и, v) 
= (1+ Q.— PT+ (и -v)o0)) 
=I + (À-- AP) + (u — v)o(v) 

*O -pQO-v3equobQo) 
= + (-н)Ф(и) + (и ~ у)Ф(у) 


Ф(у) - QD 
u- 


+ (А-д) (# — v) 7 


=I+[G— v) + (— u)16G) 
zc vv) 
=А(\, v). 
于 是 ПОЈАС, 3) n04)2A0,, DAC. А 
=A A, № 
= (А), 
引 理 得 证 。 
下 面 证 明 的 引 理 2 到 第 八 章 8 5 中 才 用 到 。 
引 理 2 方程 (1》 对 任 一 二 0 只 有 零 解 的 充 要 条 件 是 它 对 
某 个 只 有 零 解 。 
证 必要 性 显 见 为 真 。 往 证 充分 性 部 分 。 
设 方程 С) 对 某 个 = 和 ,0 只 有 零 解 。 若 1) 对 另 一 和 = 
和 /0 有 非 零 解 WCN')。 则 由 引 理 1 及 其 证 明 过 程 知 ， 可 造 《1) 
的 一 个 非 零 解 CN) 使 
nO) -nG2A(Q, À). 
特别 有 
ТОМ) = ОА, AG, M). 
由 假设 知 
NN)=0, 
从 而 10) =0, 
但 这 与 对 和 =X/，nCX’) 是 1) 的 非 零 解 矛 盾 。 故 对 任 一 0， 
enoe 


方程 (1) 只 有 零 解 。 引 理 得 证 。 
引 理 3 d$ ROO = C000 为 任 一 F 型 Q 过 程 《的 拉 氏 变 
换 )， 则 对 任 一 bp (OA), EEHEHE 


2,4} Oi ; 
2 Suis ү? id 


(8) 
0<2, Уд +o, 


peE 


证 由 定理 3.5.1 立 得 本 引 理 。 


$2 二 型 Q 过 程 唯一 性 准则 


定理 1 对 任 给 的 一 个 C- 和 矩阵，F 型 8 过 程 唯一 的 充 要 条 
件 是 最 小 Q 过 程 BCN) 为 诚实 的 或 方程 


àn- 90 —-0. abd t 
0_ <, n1—<+co 
只 有 零 解 。 
证 (D 充 分 性 . 


设 中 ()) 为 诚实 的 CQ 过 程 ， 于 是 由 定理 4.2.3 立 知 除 中 A 
外 再 无 其 它 & 过 程 ， 设 (1) 只 有 零 解 ， 若 ROAD) = ОО), € E) 
为 任 一 F 型 @ 过 程 ， 则 由 定理 4.2.3 得 
Wi; (À) = СА) ~ фа С) 20, (2) 
HRQ), ФО) НОНЕ Е 3.4.26 


> w ,Q) = X GQ) - e502) 
jtE EE 


<E nMi ENE (з) 


XH ROOfDO)RIEFIIOSER E 3] 81.350 ,3EE— E, rA), 
jiEE} 和 {95C)，jEE} 都 满足 方程 (1.8)。 于 是 由 (2) 和 (3) 
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бар, XHE—i, (w Q), JC EW rE O). А 
м0) =:0 Ci, JEE, №0). 


BJ п) =ф,0) (, j€E, №0), 
Ж ФОУ HJOJUEFIOIIE. РНИ, 
ap 必要 性 . 
车 条 件 不 成 立 ， 即 四 CX) 不 是 诚实 的 8 过 程 ， 且 (1) A 
零 解 ,从 而 
^o (1:51, (4) 


由 引 理 1.1 知 ， 存 在 满足 (1) BEFA), 8 
nO) = n())AQ A), n0) = nG) A(u,À) C5) 
ZAMA) 


4 RQ)= ФО) + MAI (6) 
由 中 (》) 为 F 型 06 过程 (X) 满 足 (1) Ж, ROO 满足 (3.2.10)， 
R(QJOI- Q)= I, (7) 


于 是 由 引 理 5.1.2 知 ，RCA) 是 一 个 异 于 PC) 的 F 型 8- 预 解 式 。 
故 由 定理 3.5.1 知 R(X) 是 异 于 BCX) 的 F 型 QO 过程。 所 以 ， 这 时 F 
型 2 过程 非 唯一 ， 于 是 条 件 的 必要 性 得 证 。 定 理 证 毕 。 
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ж Í ж 


Q xt f£ BU 
唯一 性 准则 


$1 Q 过 程 的 唯一 性 准则 的 陈述 


定理 1(Q 过 程 的 唯一 性 准则 〉 设 任 给 一 个 0- 矩阵 8， 则 存 
在 唯一 的 8 过程 的 充 要 条 件 是 下 列 二 条 同时 成 立 ， 


ау inf Б p; Q) 20020, 0<Х< co а) 


Gi РОЗ ЕЕ, BIR Qp ФО.) ДЕЙ ЗК 77 B: 
ìn- nQ =0., КИ 
.0-<n, п1< + со 
只 有 零 解 。 
下 面 所 给 出 的 本 定理 的 证 明 属 于 G.BE.ReuterC19, 它 比 作者 
的 原 证 (82 易 懂 而 且 简短 。 


C2) 


$2 定理 1.1 的 证 明 : 必要 性 部 分 


设 定理 1.1 中 的 条 件 (i 不 成 立 , 于 是 由 定理 4.4.7 知 ， 存 在 
与 》 无 关 的 行 矢 量 w> 0{шеФО.)1< + co (0<А< + o) IH at = 
+оо, М 
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70, O) 


3oba-| d, } їа,=а,— У ay CE). HORREA 


z()*0, 


即 APA). (2) 
ys - ZAJ aA) 
令 КО) = Ф (А) 二 CD 下 一 (3) 
H PDQD — 033 FER gg RIS 3 2l 
lim APA) - 1) = Q, (4) 
由 定理 4.4.2 和 定理 4.4.4 得 
‚ #0)+аФ(\) 
Ци} 一 GCT ^ 
limMz())*limMogCA) а 
=2 Pa = - 5 
=- limkab(À)1 «а^ ©) 
由 (4) 和 (5) 得 (6) 


IMARA) ~ D =Q. 


由 (6)、 引 理 5.1.2 以 及 定理 3.3.2 立 知 R_ Q) 为 一 个 异 于 最 小 9 
过 程 9(X) 的 CQ 过 程 ， 从 而 2 过 程 非 唯一 。 

设 定理 1.1 中 的 条 件 (ii) 不 满足 ,于 是 由 定理 6.2.1 立 知 2 过 
程 非 唯一 

至 此 ， 必 要 性 部 分 得 证 。 


$3 定理 1.1 的 证 明 ， 充 分 性 部 分 


当 最 小 @ 过 程 为 诚实 时 ， 恨 据 定 理 4.2.3 知 , 除 宁 (X) 外 再 无 
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其 他 C 过 程 ， 即 这 时 Q 过 程 唯一 。 所 以 下 面 我 们 假定 定理 1.1 中 
条 件 (i 成 立 且 (1.2) 只 有 零 解 。 
ЕО) = (ri(CA)) 是 任 一 2 过 程 。 对 于 固定 的 i， 我 们 考虑 


ri (À) = 9,0) = z;G € E) O) 
HG4.2.23). (4.2.8) (4.2.18) DLE 

МУ) z< X> т A< (2) 
18 0<жє1, ж(М-0)2>0_. 
从 而 有 0<XEl, ж(М- 0) = 020... (3) 
由 定理 4.4.9(6) 和 条 件 (ii)， 得 

x-v00). (4) 
于 是 存在 矩阵 UC(X)， 使 

RA -PA 2UQ)90), UG)70 (5) 
即 КОА) = ФО) -UQ)90), U(z0, (6) 
其 次 ， 由 (6) 得 

ÀU()00)1 <АК001<1 C») 
再 由 条 件 (i) 得 

1€c7! ANDA), (8) 
所 以 UMMIKU AADA) 

= с^ (AUDIS HOA. (9) 


因此 ，UCX) 的 每 一 行 是 ! 的 元 素 ,U(\) 的 每 一 列 是 m 的 元 素 。 由 
中 (\) 为 Q 过 程 及 定理 3.3.2 得 
PDN) - Ф(и) + A-HDPN PDL) = 0. (10) 
由 定理 3.3.2 知 ，R(C^) 满 足 (3.1.2)。 现 在 把 (6) 代入 (3.1.2) 
中 ， 并 利用 (10) 得 
UQ)9Q) — О(и)Ф‹и) + A- DUMP A) 
+ Q. — ш)уФО УШ DUH) + A UN PA IUCH DHL) 
=0. an 
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由 (9) 知 ， 上 式 出 现 的 矩阵 的 乘积 都 是 有 限 的 。 由 C10) 得 
A- 41)UQ)9()9(i) =U) -PAI (12) 
由 (7) 得 
UQ)O(.)1-« + co, 413) 
由 (9) 得 


UBD 1 <00ә1< +оо, a4 


由 (12)、(13)、(14) 和 定理 10.1.1 得 

(А u)U (X) (X) (i) =UN DH -UN PN). (15) 
把 (15) 代 入 《11) 得 

UNPU) -UDP + Q - HDMIU DP) 

+ (K— UPUP = 0, a6 
H(9)%I, ОО), Ои), ФО УО (и) XU Q)9 O)U (u) 都 是 有 限 
的 ,从 而 由 定理 10.1.1 得 

ШО.) - UC) + (А – ie Q)U (и) 
+ (А u)U(A)P (À)U (u) 19) = 0, ат) 
E, H OEJRB4.4.9(b) 4 
ОО) - U(u) + Q.—- n)DOQDU(u) +A- uDU) 


xU) = 0, a8 

Wi Ои) + (а №ФО)О (и) =U) 
*O -IDUO)9Q)U(Q), (19) 
M>, СТ) ЙОЛТ 20, Hik, ZIERA, HA 
Ор) 2 (0 – 109 Q)U(D, Xzu, (20) 


从 而 AUSA- pU) + (A= 1) Q9 — 12U (и), 
IU (ш) zz - u) ФО) - DU (u>, 


uU Q> (1- 2) 40:902 - DUH), QD 
同室 j， 养 把 0C4D 的 第 j 列 记 为 多， 于 是 由 (21) 得 
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Bi 5 - 1) лао) ~ бду 


(1- esso n» Ere» |. 


(22) 

由 定理 3 3.2500 0) 90 ER 
lim QaQ2 = дь) = di. А (23) 

由 (22)、《23) 以 及 定理 10.2.5 得 
пу > — di Yi. У) du, (24) 

kys 

Bp (ш ~ О) 0. 25) 
从 而 (1-0) = v>0,. (26) 


JEU CI) B И и, Br CODE т 6, 于 是 由 条 
件 (i)、 定 理 4.4.8 以 及 定理 4.2.4 知 可 = 多 (hk)v， 从 而 ， 存 在 矩 
阵 V C4) 三 0 使 
Ои) =Ф(и)У (и). (27) 
于 是 (6) 变 成 
RQ) = ФОА) + 90)VO)60), VO)z0, (28) 
用 UV 代入 (18) 并 利用 (10) 得 
PEVA - V (ш) + (А jV O29 0) PAV (н) ] 
=0. (29) 
由 定理 4.4.9C4) 并 利用 四 (4) - 90) RO. - 10 0)9(004 
VQ)-VQO) +У0)(Ф(и) - ФО))У (Ы) =0. (30) 


由 (28) 知 

Mb)VQ)90)1«1, (31) 
根据 条 件 (i) 

MIKADO. (32) 
由 (31) 和 (32) 得 
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cQ)490)5VY (А) = 90)V 0)c0)1 
LPV AAPA = XÓ()V (0)90)1-1, (33) 


因此 сО)ф:(У()12:<1. (34) 
这 里 [VCOA)11; 表 示 [YCX)1 的 第 i 个 分 量 ， 所 以 

VO)1« + co, (35) 
09)  $)VO)1 = О Си) 1 < ! Q1, (36) 
所 以 VOOOQDVQD1 <c"1(u)VOQ)1< + co, G7» 
ФО) А 3E PROC C300 ПУ О.) 是 和 的 非 增 函 数 ， 于 是 由 
(37) 得 

VODOV (21 €V Q9 0)V OAI + co, <n(38) 
及 V)6Q)VQ01«VQO)9(Q)V(D1« + со, Аи, 

(39) 


由 (37)、(38) 和 (39) 知 (30) 可 改写 成 
VA) + VO)OQ)V (и) =V) + VO)900VQ0., 


(40) 
由 定理 3.3.2 和 RCN\) 为 8 过 程 知 
lim ARA) — D) = lime - D =Q. (4D 
num яса 
所 以 limMBPO)V OPN) = 0, (42) 
rpm 


于 是 ， 若 以 A 表示 矩阵 A 的 第 ; 行 第 j 列 处 的 元 素 ， 则 得 
Q^ $0)VO)9Q)); 2M Pu ANUA PM. (43) 
由 中 (X) 为 过程 知 


limpu QO 7 limA;Q) = 1, (44) 
由 (42)、(43) 及 VCA) 为 和 的 非 增 函 数 知 

VCA LOCI + со), (45) 
ЕТ САЗ) ФОА) [00 + со), FEM + co 之 下 对 (40) 的 两 端 
取 极 限 ， 立 得 


0+о=У‹ш)+о0, 
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所 以 У) =0, 

于 是 КШ) =Ф(и), 

即 Q 过 程 唯一 ， 这 个 唯一 的 Q 过 程 就 是 最 小 8 过 程 。 
至 此 ， 定 理 1.1 中 条 件 的 充分 性 得 证 。 


$4 Q 过 程 的 唯一 性 的 另 一 准则 
引 理 1 d 
аһ20, G,kCE), X an<1, b>0 (ICE) 
kcE 
及 zi (iEE) 是 非 负 线性 方程 组 
z= У akz, + bi (ic E) 
ZE 


的 最 小 非 负 解 ， 令 D= (i; CE, b>0), MJ 


zi<supz; (ICE), 
i€D 


Вр supr; =50рх; (IEE), 
{ЕЕ ‘єр 
证 + 
z =b; (CE), 


тш уахи b(nz0, CE), | 
ICE 


于 是 有 zia fort GC€D); 

0 , (iCEND). 
所 以 zP xsupr;',. 

зер 


假定 有 249 «supz/? , 
则 当 注 意 z' MoOR, 8 


zt = Mauris +b, 
ize 


(46) 


a» 


(2) 


(3) 
(4) 


(5) 
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== У зх!" 
k:E 

< agupzt 
K E ер 


== supr; ™ D an 


icb I" 

<supz;™ <supz, tn GEEND). 
于 是 有 zitto <supr "+ (iCcE), 

єй 
故 由 归纳 法 知 ， 对 一 切 白 然 数 "有 
rj" <supri'*' «supz;, 

isD PD 

Pime" teint + co)， 立 得 (3)。 引 理 得 证 。 
引 理 2 芳 方程 


MU -QU =0,, (0) | (5) 

0,<U<1 I 
只 有 和 零 解 ， 则 

іп. > gi (À) = inf AY 0,02, (6) 


eE jek 


ДЕЕ = (i: У асо) ph makas, "Hg Ad 


做 非 保守 状态 。 
证 在 定理 4.4.1 的 证 明 中 曾 指出 ，1 -入 0,0) G € E) 
是 非 负 线 性 方程 组 
- Учи 
а= Же, mt CCE e 


MARE. ЕДЕТЕ СТ) Вр 
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x Qin, (i 
ШЫР GCE). (8 


.所 以 这 时 方程 (8) 只 有 零 解 。 从 而 (7? 的 有 界 解 唯一 ， 故 我 们 可 
以 说 1~ 和 于 pi;(N)CiEE) 是 方程 (7) 的 最 小 非 负 解 。 于 是 由 引 


ieE 
mid 
sip(1- 30402 )- su(1- 4E 9,00). 


从 而 (6) 成 立 。 引 理 得 证 。 

定理 1〈Q 过 程 的 唯一 性 的 另 一 准则 ) 设 任 给 一 个 8- 和 矩阵 ， 
则 存在 唯一 的 8 过 程 的 充 要 条 件 是 下 列 三 条 件 同 时 成 立 ， 

(DB 型 6 过 程 唯一 

Gi) F 型 @ 过 程 唯一 ; 

Gii) inf у) 9,,0270, (0<А< + оо), (9) 

证 必要 性 . 

设 C 过 程 唯一 ， 则 由 定理 1.1 知 (ii 和 (iii) 成 立 。 由 (9) 及 
定理 4.4.8 知 方程 (5) 只 有 有 零 解 ， 于 是 由 定理 5.4.1 知 G) 也 成 
立 。 必 要 性 得 证 。 

充分 性 

设 G)、( 记 及 (Giii) 成 立 。 由 引 理 2,(i) 和 (iii) 知 定理 1.1 中 
条 件 (iD 成立. 由 (ii 知 定理 1.1 中 条 件 \ii) 成 立 , 于 是 由 定理 1.1 
知 & 过 程 唯 一 。 充 分 性 得 证 。 定 理 证 毕 。 

定理 1 给 出 的 8 过 程 唯一 性 准则 比 定理 1.1 给 出 的 在 形式 
上 更 为 完美 。 因 为 条 件 (iY、(iih 和 (i) 各 自 的 意义 和 作用 都 很 
明确 条 件 (i 和 (让 是 分 别 加 在 B 型 和 F 型 Q 过 程 上 的 限制 。 在 
Q 为 保守 的 情况 下 ， 这 两 个 条 件 就 恰好 保证 8 过 程 的 唯一 性 ,但 
在 有 非 保守 状态 出 现时 ， 这 两 个 条 件 就 未 必 能 保证 8 过 程 唯一 

。83 。 


了 。 因 此 ， 自 然 会 使 我 们 产生 一 个 十 分 朴 直 的 想法 ， 在 一 般 情 
况 下 ， 除 条 件 (i) 和 (Ci) 外 ， 在 非 保 守 状 态 上 补充 什么 限制 就 能 
使 8 过 程 唯一 呢 ? 定理 1 给 出 了 回答 这 种 想法 是 成 功 的 ， 这 
个 补充 限制 就 是 条 件 (i)， 这 样 一 来 ， 加 在 B 型 和 F 型 0 过 程 上 
的 限制 (i) 和 (证) 就 处 在 对 称 的 地 位 了 。 
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第 Q s= 


Q 过 程 的 唯一 性 
准则 的 应 用 举例 
—srsna 


$1 ARRA 


定义 1 若 存在 常数 0<c< + оо, 使 -qi<c (CE) 


成 立 ， 则 称 C 为 有 界 的 。 
引 理 1 考 W(iEE) 是 方程 


Mj- У nq i= 0,À70 
< | i5 
0<1, > т< + co 
{ЕВ 
的 任 一 非 零 解 ， 则 
D (Z а )u- + о, o 


证 HOD 得 
Q +q)n= У ат. 


kaj 


于 是 有 和 之 m+ Dam=E (Уот) 
jeB іЄЕ 


ев wi 
= > (Xe) => (> qi. )n. 
ЕСЕ jak icE taj 


..45 . 


5005, ат) res, FEM>0 q> NX aG €B > 
itë kaj kaj icE 
т< +оо, 得 之 370. Tj#ihm>0G € E) 得 %=0 (jEE). 但 


这 与 人 (jEE) 是 (1) 的 非 零 解 矛 盾 . 故 〈2) 必 成 立 。 引 理 证 
H. 
йж? X 


Ma meo (ICE), (3) 
W CD ДЕЖ. 
证 设 W,(jEE) 是 (1) 的 任 一 解 ， 则 
> (Xa )ъ<с > n< +e, (D 
JJbispmiAm-0 GEE) B|BBiptE, 
定理 1 车 Q 是 有 界 的 ， 则 Q 过 程 唯 一 。 从 而 B 型 和 F 型 0 过 
程 唯一 。 
证 在 定理 4.4.1 的 证 明 中 曾 指出 入 之 9,CX) (iEE) 是 非 


负 线 性 方程 组 
4:1, 入 
а= rer ied. (i CE) (5) 
的 最 小 非 负 解 。 于 是 
入 А 
ko Qo А> Аа? G eE), (6) 


icE 


从 而 定理 7.1.1 中 的 条 件 G) 满足 。 X 
 аы<а<с< +оо, Ст) 


8 引 理 2 知 ，(1) 只 有 零 解 。 故 定理 7.1.1 中 的 条 件 Gi) 
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亦 满足 ， 从 而 由 定理 7?.1.1 知 ，8 过 程 唯一 。 定 理 证 毕 。 
$2 成 为 有 界 集 的 情况 


定理 1 若 E 为 有 限 集 , 则 @ 过 程 唯一 。 从 而 B 型 和 F 型 @ 过 程 
№. 
ME BE, EFB7.1.1XFE2 ЗҮ REBRA. Hq <maxq < 
+ ce 及 定理 1.1 立 知 2 过 程 唯 一 。 定 理 证 毕 。 


$3 对 角 型 情况 


定义 1 车 Q 有 如 下 性 质 ， 则 称 它 为 对 角 型 的 : 

qi= 0(i i), qc 0CE € E), (1) 
定理 1 若 Q 是 对 角 型 的 ， 则 B 型 Q 过 程 唯一 。 
证 这 时 方程 (5.4.1) 变 成 


Mi= - qu, 0<u<1, (iC E), (2) 
By Q4)u,70, 0<u,<1, (GEE). (3) 
于 是 由 + 9>>0 立 得 

u;-0 (ЄВ), ч) 


故 方程 (5.4.1) 只 有 零 解 。 于 是 由 定理 5.4.1 知 B 型 C 过 程 唯 


定理 2? ”若是 对 角 型 的 ， 则 F 型 C@ 过 程 唯一 . 
证 仿 定理 1 之 证 明 易 完 成 本 定理 之 证 明 。 
定理 3 车 2 是 对 角 型 的 ， 则 @ 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 
вира = с< + о, . (D 
证 t. 
dk CO 成 立 ， 这 时 方程 〈1.5) 变 成 ， 
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m T 
2-22-06 Б), c) 


于 是 ， 由 于 和 之 p Q) GEE) 是 方程 (1.5) BD (6) 的 最 小 非 
ЕЕ 


负 解 立 得 
入 入 


> 
入 +gi  А+с 


AS o, Q) = 


ТЕЕ 


>0 (EE). (7) 


从 而 定理 7.1.1 中 条 件 (iD 成 立 。 由 定理 1 知 定理 7.1.1 中 条 件 
Gi) 亦 满 足 ， 故 C 过 程 唯一 。 

必要 性 。 

3 CO 不成立， 则 


y i À 
fÀ S) g; Q) = inf 
ny >, #100 irki d 


-0. 


所 以 定理 7.1.1 中 的 条 件 G) 不 满足 ， 故 & 过 程 不 唯一 .定理 
证 毕 。 


$4 加 边 对 角 型 情况 


形 如 
~ao 91 qe Aos 
dio - 0 0 0 
а, 0 -4 0 [69] 
qa 0 0 -qs 
о ` 


的 9- 矩阵 叫做 加 边 对 角 型 0- 和 矩阵。 
定理 1 车 QC- 和 矩阵 为 加 边 对 角 型 的 ， 则 B 型 过 程 唯一 。 
证 这 时 方程 UV -QU = 0- 成 为 
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iso 


О. + 4,)u, = S qon, | о 
О+адфш=4ви„ (i=1,2,.") 


入 = qoq ` 3) 
FE О+ауш, (5 8). ( 


TUREXEPAÁM-MO, и, +0, WjBdig.- 248 


а X q, = У, S ааа. ©) 
№ t ` 


导致 矛盾 q。<4。。 于 是 必 有 ww。 三 0。 故 由 定理 5.4.1 知 B 型 8 过 
程 唯一 。 

定理 2 若 Q- 和 矩阵 为 加 边 对 角 型 的 ， 则 F 型 Q@ 过 程 唯 一 。 

证 参看 定理 1 的 证 明 不 难得 知 ， 方 程 和 ~-n8=0- 只 有 零 
解 。 于 是 根据 定理 6.2.1 知 F 型 2 过 程 唯一 。 

定理 3 ”Q 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 


inf-1+ dis >0, (5) 
єў 1+4 


其 中 = 0. aid). 
WE 先 证 充分 性 . 


Ë (5) Eso, icr Ad ARMOR а 


入 

= Еран ^+, q, 

zd I С 
dw? XQ y 0 

的 最 小 非 负 解 ， 于 是 
À 
À Q)z——. (7) 
> Po; X*4, 


À À _ MA+tqg, +4) 
À ‘Mat. + ° 
从 而 Lv Rta Ata Ata  Q 300 +q) 


‚89. 


>A. ttan 
Cixq, kid G#0). 


故 由 0= ^+ <] 


K +q, 
1+q, 
inf1. 3,9, (1 nf 1+ qo 
ш ek u pes rat 144, 


Кн пг1+4% 、0 
ДЕЧ 1+9 n 


C8) 


(9) 


故 由 定理 1、 定 理 2?、 定 理 4.4.6 以 及 定理 7.1.1 立 得 CQ 过程 唯一 


下 面 证 明 必要 性 . 

d (5) 不 成 立 。 即 
inf 1tqi -0。 
ie 人 上 十 qi 


注意 和 > 9.,0) «148 


À 


q, 
х Ууф: (А) = 二 一 2 入 SO) + 
E940 IDEO tiyg, 
4.0 ÀK Xt 
= — +—== 
Sira Ara, hrg, Q ?* 


FÆ intl. Хт. Ep 


A 
icf er 


故 由 定理 7.1.1 知 ，@ 过 程 不 唯一 。 定 理 证 毕 。 
例 1 设 q,=2i，qio=i (i>0)。 这 时 
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010) 


"D 


a2) 


ар 


所 以 这 时 @ 过 程 唯一 。 
例 2 Wa =i’, dio =iG>0). XXI. 


-0. a5 


所 以 这 时 8 过 程 不 唯一 。 
下 面 我 们 更 简单 地 重新 推导 出 $ 3 中 的 结果 ， 
Ki 若 Q 为 对 角形 的 , 则 8 型 0 过 程 和 F 型 过程 唯一 。Q 过 
程 唯一 的 充 要 条 件 是 
вара; < + со, (16) 
证 ”由 定理 1 和 定理 2 立 得 系 的 前 半 部 分 。 由 定理 3 知 , Qui 
程 唯一 的 充 要 条 件 是 


inf 1+4г о = i EET 
етае Qn 
Ш supa, < +e, 
up 
于 是 我 们 的 系 得 证 。 


$5 有 限 非 保守 情况 


定义 1 RE = (0 Eauco ) 为 有 限 集 ， 则 称 OHAR 


保守 的 。 
定理 1 若 Q 是 有 限 非 保守 的 ， 则 Q 过 程 唯 一 的 充 要 条 件 为 
B 型 和 F 型 0 过 程 都 唯一 。 


证 NEGRA Ш 
. 91. 


inf A Y, p, OG) zz inf)p, , Q) = тіпАр, , (А) 0, 
ie ТЕЕ ick ich А 


于 是 由 定理 7.4.I 立 得 我 们 的 定理 。 


$6 生 灭 情况 
йа„>0, 2,770, b,2>0(Gi=1, 2, =), ЖП 
一 (ao+bo) b, 0 
Q- a, -(a,*b,) b, a» 
Е 0 a, –(а,+6,) b, J 
N N N 
的 C- 和 矩阵 称 为 生 灭 2- 和 矩阵 。 对 应 的 CQ 过 程 称 为 生 灭 2 过 程 。 
+ ` 
0, а, =0 
Жет guo, n | 
а, 
* 1 
Anny | (2) 
t+ EX er m (122,8,)] 
2-limz, (3) 
Е БоБ, Б, 
bo=1, n. атата (G1) (4) 
R= У (2-2,0, (5) 
s= zh . (6) 
С 5 
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Bu к= У Giu -20Xàu. Ст) 


1-0 k-o 


и, 
йм= (soma. 定义 4* 如 下 s 


ut= Hin hi (ig. (8) 
Zi,172i 
为 了 方便 ， 以 后 约定 
ut=aəo, ul, 0, (9) 
于 是 可 定义 D,u 如 下 : 
Du, = 424i- (i0), ao 


引 理 1 биму), MU 


Qu-D,u', aD 
Bp a,u,., а, +b;)u; *b;ui = (D,u*),, i>0, 
a2 
证 
+y = 01 SL Mic M 
(D,u*)| = "m L 2,22, аш; 
=b, (U, — 0) — aqu, 
= — (a, +0,)и +b,u,, a3) 
= t i> 
易 验 证 a G0. a5 
= 1 T 5 
si (2:.1—2:)и;: de. q 
MiaicMi Wi гш. 
D,u* ‚= 2141721 ETET 
Ж ш un, 
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=b (u, —u,)-a,Gu,—- Ui) 
= аи, (а, +b; yu, +Ь м, (220). 


a7» 
引 理 证 毕 。 
引 理 2 方程 
AU -QU -0,, и,=1, Ао a8) 
и 
eue (анн 方程 
n-90Q-0., 1,71, А>0 (9) 
п = Спо, 0 OFERE, H 
N= Uilis (20) 
证 27 ECHO fb ife oa 
M cl, 
M Оза thu ай 210 (21) 
i 
dk O8) WUA) 存在 唯一 。 显 然 有 
Mar B (22) 
u, Gizi 
Вр Ш, = Шала. (23) 


于 是 ， 用 直接 验证 可 知 nC^) 是 (19) 的 解 。(19) 的 解 的 唯一 性 显 
然 。 于 是 引 理 得 证 . 


引 理 3 
i ' 
uj =u} +A D ud ut + 和 È n, i>0. (24) 
k=1 k=l 
{>i 
W= + D uka 20), 20. (25) 
$0 


` 94> 


j) ome 


терга. 


i-i 


u =u, ut(z-2,)*A У) ualzi~ 20), 120. (26) 
k=l 


证 由 引 理 1 知 
u$ =u}; =M (27) 
故 由 (20) 知 


ut-ut S (и-и) 
k=1 


=н} +A T uan 


k-1 


=ut +A D тма, 00. (28) 


hl 


$$ 
Xu,-u,* У n,,-w-u, + Уи (к 20), 120, (29) 
i-e h-0 


把 (28) 代入 (29) 并 整理 之 得 
1-1 
шеи +ий}(г,— 20) +A У) uz, 20), >0. (30) 
hal 
于 是 引 理 得 证 ， 


引 理 4 tw, 和 ut Сі20) ЈЕ. Kit + oo 时 ww; 和 wi 严格 增 
Jp. ш. = limw< + oo 的 充 要 条 件 是 R<o0， ws=limui<+ co 


的 充 要 条 件 是 S< + co, 
证 hu HELMAR) 得 
и} = 1 Ho S b (u 一 auo)= 和 +ao>0。 (31) 
21-2, А 


于 是 由 C26) 知 w 严 格 正 且 当 i + oo 时 ww 严格 增加 。 于 是 由 024) 
u! 也 严格 正 ， 且 当 i4 + oo 时 ?严格 增加 。 所 以 w= lim u, 和 


尼 =limu} 存 在 ， 设 w。<o， 由 册 严 格 增 和 (26) 得 
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i-i 


Wi> Mo У (г,— 2)щ, (32) 
hel 
于 是 R< + ce。 反之 ， 设 R< + co。 由 ui 严格 增 和 (24) 得 
ua = Ши (Zig — Zi) MG. 20) Du. (3) 
k=l 


a: | 
т ао) + АСга 2) Уш. (34) 
u, и, ^ 


u 


上 式 右边 是 收敛 级 数 的 项 ， 故 之 log k, Aiu. Сео, 
йшз<со, H (24) 知 


utDAEa,i0. (35) 
k=l 
A 之 w<cc。 (38) 
[L2] 
Hi (26) 有 
uU ulz-ulzy. (37) 
ш (24) 得 
i $ 
и >и У) zu uin. (38) 
k= 1 k=l 
ul+utz AD ut) D гш. (39) 
kal k=l 
故 $S< + co。 反 之 ， 如 S< + co， 由 夺 的 严格 增 和 (25) 得 
и;,<\и, U$ ni (Zi 20) SU +u zi, (40) 
故 иі и; = Аии, Аи MT. ZU (41) 
uio s 
Ши + MAR, (2) 
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注意 立 u < * z cof > log krik. A fiut<co.3|8 
i=l k=1 12-0 i-1 


证 毕 。 
定理 1 B 型 0 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 R= co, 
证 由 引 理 4 知 ， 方 程 


MWU -QU =0,, №0 | (43) 
0, «U «1 
只 有 零 解 的 充 要 条 件 是 R= c<"。 于 是 由 定理 5.4.1 立 得 我 们 的 


定理 
定理 2 РЮО 过 程 唯 一 的 充 要 条 件 是 =0, Ra + ce 或 
S= + co, 


证 H (24) 知 
ut=ul+) > m. (44) 


kel 
所 以 方程 
^n-nQ-0., »0) 
0_<1, 11< + co 
只 有 零 解 的 充 要 条 件 是 xz:< + co. 于 是 由 定理 5.4.1、 定理 5.4. 
2. 定 理 6.2.1. 定 理 1 以 及 当 且 仅 当 ac。= 0 时 Q 保守 立 得 我 们 的 定 
理 。 

X23 Q 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 oo = 0，R= co 或 R= co, 
S=, 

证 由 定理 1、 定 理 2 以 及 定理 8.5.1 立 得 我 们 的 定理 ， 

Bii ğa=b=1 (i=0，1,…)。 

这 时 z.=1，z= + оо, р, =1, АШК=$= +оо, О 
唯 程 一 。 I 
例 2 da.-5,-(n*1)2' (п=0, 1, +), 

这 时 2,=п+1, (46) 


197 。 


(45) 


于 是 R=co,S= Уи, = Xo» 


2-1 


SONT I 


12" 


(47) 

(48) 
Gu DE 

(49) 


所 以 B 型 过 程 唯一 ， 于 是 由 ae =1:>0Җ5 =1< + о ЕО 过 


程 非 唯 一 ， 从 而 & 过 程 非 叭 一 。 


例 3 Ba, - Lb. 2t (п=0, 1.7). 


这 时 — 2,22(1-27 7"), 
2=2, 2-2,=2^!, 
人 一 上。 
К=2< +œ, 5:= +оо, 


‹50) 
(51) 
(52) 
(53) 


所 以 B 型 2 过 程 非 唯一 ，F 型 过程 唯 一 ， 从 而 Q 过 程 非 唯一 。 
例 4 a, = lb. o2 (п=0, 1, 2,7). 


这 时 .zs=2(1-2- tD), (54) 
2=2, z— z,=2”', (55) 
А (56) 
Rede, 5=-5< +оо, (57) 

所 以 B 型 和 F 型 过程 都 非 唯 一 ， 从 而 2 过 程 非 唯一 。 

pis Ша, =0, 6,=1, а, =6, = @m+1)2"(n=1,2,:-), 

这 时 z=, (58) 
E CENTUM (59) 
z= + о, (60) 


‚98. 


R= б-т ^ cvy dun К 
+оо, Zope <5 = 1< + оо,(61) 


因为 oo =0， 所 以 8 保守 ， 所 以 B 型 2 过 程 、F 型 @ 过 程 和 Q 过 程 
均 唯 一 。 


$7 纯 生 情况 


Жа„>0, 6,220, bi50 〈i=1，2，…)。 形 如 


—(a +b) b, 

-b, b, 
(D 
e 六- 


M)Q-Epg, АЕО AGE, ЖАУ МОЗ БЕШ khi EQ hh, 
定理 1 B 型 0 过 程 和 8 过 程 唯一 的 充 要 条 件 均 是 


Seo, (2) 


F 型 6 过程 唯 一 。 
证 方程 MU - QU =0: 这 时 变 成 


Au. + (а, +b,)u,— 6,u, — 0 
№, bu —b, 0 | 

| (3) 

dba Де 0 | * 
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TÉ "= | 
b, 


JU 501, WHO 的 第 一 式 及 (4) 知 ， 无 论 b。= 0 或 6 之 0 总 
Hu +0Ни, tito), 4 


u=limu, = (1+ 582) П (1+), (5) 


ионнан У А51 со, 于 是 方程 
^U -QU =0,, n i 
0,<U<1 
只 有 堆 解 的 充 要 条 件 是 Y qo. TRIER. LLL, ВШ 
结 生 Q 过 各 唯一 的 充 要 条件 是 (2) 成 立 。 


Jj fn - nQ = 0- 这 时 变 成 ， 
Au, + (а, +6,) u ,=0 1 


(6) 


Au, —b,u, bu, =0 


(7) 
Àu; —5, u, a. +b,u,=0 
Жи,=0, Аи, =0 — (ї=0, 1, =). MUKE 
-19-0., pr (в) 
0_<n, n1< + co 


只 有 零 解 。 故 由 定理 6.2.1 知 ，F 型 纯 生 Q 过 程 唯一 ， 因 为 纯 生 
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Q- 和 矩阵 的 非 保守 状态 只 可 能 是 0 这 样 一 个 ， 故 再 由 定理 8.5.1 
知 ， 纯 生 8 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 (2〉 Ёл. EMER. 

pii 设 6; =6>0 G=0, 1, +) 

这 时 ， 我 们 有 


i=l iaj 
于 是 (2》 成 立 ， 故 由 定理 1 知 2 过 程 唯一 。 这 个 唯一 的 @ 过 程 通 
常 叫 做 普 瓦 松 过 程 。 
#2 i50, b,-ib (1-0, 1, *). 
这 时 ， 我 们 有 
рл 11. 
УБ Уре + о, 


于 是 (2) 成 立 ， 故 由 定理 1 知 ，Q 过 程 唯一 。 这 个 唯一 的 Q 过 程 
通常 叫做 线性 纯 生 过 程 或 叫做 简单 纯 生 过 程 。 

例 3 db0, 6, =2:'b Gi=0, 1, +=), 

这 时 ， 我 们 有 


< 1 ~ 1 
于 是 (2) 不 成 立 ， 故 由 定理 1 知 F 型 0 过 程 唯 一 ，B 型 8 过 程 和 @ 
过 程 均 不 唯一 。 


$8 纯 灭 情况 


0,20, b>>0 G=1, 2, -)2JEI 


-b, 
pue 0 
т Q 
0 3 
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的 Q@- 和 矩阵 叫做 纯 灭 9- 矩阵 ， 对 应 的 Q 过 程 叫做 纯 灭 9 过 程 。 
定理 1 B 型 过程 唯 一 。F 型 过程 和 @ 过 程 唯一 的 充 要 条 
Vidi 
хуа) +6) 0+6) _ 
> ЛИН 
证 显然 方程 UV -QU=0 fj йм =0,. 于 是 由 定理 5.4.3 
知 B 型 纯 灭 2 过 程 唯一 。 
方程 -mn@=0:，X>0 的 解 
002 M 


à (2) 


Q eb.) Q5) (A +b) 
bi id 


vr) a 


7,0): 


e Orb) + 61). (1+6) 


p У = S o 


es 


故 由 定理 6.2.1 知 F 型 纯 灭 2 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 b, = 0 或 (2) 
成 立 。 因 为 8 的 非 保守 状态 只 可 能 是 0 这 样 一 个 ， 故 再 由 定理 
8.5.1 知 ， 纯 灭 8 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 b。 = 0 或 (2) RE. E 
理 证 毕 。 

pil 设 5,-550 (i=0,1,…)。 

这 时 ， 我 们 有 


1 
pss wm >> b 


TÆ (D 成 立 ， 故 由 定理 1 知 2 过 程 唯一 。 
例 2 设 b>0, bi=ib (i=0,1,…)。 
这 时 ， 我 们 有 
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(+b, Xith) 1+6) 1 31 
š š >Z =+2> T“ 


$26 920% Am 


于 是 (2) 成 立 ， 故 由 定理 1 知 Q 过 程 唯一 。 这 个 唯一 的 Q 过 程 
通常 叫做 线性 纯 灭 过 程 ， 或 叫做 简单 纯 灭 过 程 。 

йз d 六 =22 (i=0,1,…)。 

这 时 ， 我 们 有 


(CL+bo)C1+bD) A +b) 
X bb, ---b 


ped ied 


< 1 
= ‹а+в,)(1 *3)- "EUR 


i-o 


= У 01+29(1+ 9 3) 06x )-- (+ 56) ge 
1-0 


<5 об gem «3 zs =1< + co, 
FE О) FR, HAERE ЕЕ, BOE Q 过 程 和 
& 过 程 均 不 叭 一。 


$9 非 保守 分 枝 情 况 


定义 1 X 
iqi J2i-1l, 
wl j<i-1, 
则 称 C 为 分 枝 C- 和 矩阵 。 
显然 ， 对 于 分 枝 Q- 和 矩阵 ， 其 非 保守 的 充 要 条 件 是 


q> Xa. (2) 


ivi 


G,j EE), O 
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定理 1 YFERN NERTIR- BHIE 


证 分 两 种 情况 证 明 


人 (3) 
了 
这 时 方程 (5.4.1) 变 成 
м = 0, 
(+9,)и, =0, 
(А+ 29,)и, = 0, 
i Е t (4) 
(А+ kq )u,=0, 
0=и,<1 (CE), 
于 是 u=0 (i€ E), 
OD 20. б) 
zr 
q, 
3 ры (6) 
Xa, 
а 
由 (2) 及 G) 知 
de (7) 


这 时 方程 (5.4.1) 中 的 第 一 个 变 成 
—34,,u; + (+ 34,94, — = 


j| 

— 24%, + (+ 29,94, — 204,44 <: — 0 V. (8) 
j| 
J 


于 是 ze=0。 设 {u} 是 〈8) 的 非 零 解 ， 令 xiu ,… 中 第 -一 个 大 


"104， 


于 零 者 为 wk, >0， 由 (7) 和 (8) 知 ， 必 存在 8>>k， 使 


uC+kag) ш, (9) 
kiq, 
$ коп u> 0040 пк). ао 
к,а; 
ВЕЖ СТ), (8) иь, - 1<u, р, #fign>k dH 
aQ + К,а) 

па ua. ар 

4 ks =min L |„>©+ ыа. nk, }, a2 


如 此 继续 作 下 去 ,我 们 就 得 到 一 串 严格 上 升 的 正 整数 序列 {kn}, 
且 
SLA tk), 


uuu kd, m 

Los hb ka ) + ka- À +k 
eit) eget) ret). 
ua"t+ (npo). (13) 


故 {Ww,} 无 界 。 从 而 {um} 无 界 。 这 表示 方程 (8) 没有 非 负 非 零 
的 有 界 解 。 即 方程 (5.4.1) 只 有 零 解 。 于 是 由 定理 5.4.1 知 B 
型 8 过 程 唯一 。 

定理 2 ”对 于 任 给 的 一 个 非 保守 的 分 枝 Q- 和 矩阵 ，F 型 8 过程 
唯一 。( 本 定理 对 于 保守 情况 也 成 立 ) 
证 此 时 方程 (6.2.1) 变 成 

ANo =; oM 

My = -4,0; + 24, o2 

М; =G; 2M1 — 2417» +34173 
m ХХ Е apo 
М, =G nN: + 20, 5-17 — 10,7, + (1+ 100i Th 
0<п, X n< + оо, 


• 105 • 


4..0. Ш Сб 显然 只 有 零 解 ， 于 是 由 定理 6.2.1 知 ，F 型 
Q 过 程 唯一 。 
doit WA AD 得 


[к k- ii 
а= кү" q T — (К—1)4\,1%-1 


-(k-2)4 4h27 7 — duly + MK] 


m= Elk- D: —(К-2)@,,1%-1 
dio 

i + Ма] 

РЕС Коры 
(к= 10410 


= [Ck - 2)0,0h- 2 


— di a- il + МИ] 


1 [ 
,=—L 9,0, Ma. 
un 241% £ 1 


ЩЖ, # ^-2a4,,70, Y 


k 
Бет (к-1) 


к 
лет ны. 
G- xr) ^- 1 
а: 
+(@ ve АЛ xen] 


LÀ Lom 1 [ k 
Tq. Жут tau lEt” 
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+G@- 2(2 аса ) Tie 


+1(- мзш a)y] 


入 T; 1 [ k 
>—— У -— тг 
qa 2 T+1 Каш kti 4% 


k-1 
жр 419-1 £a] 


从 而 有 


于 是 ， 由 0220 (=0,1…) 和 之 W<+co 得 力 =0 G=1,2, 
i-e 


-. Eh 09 的 第 一 式 得 ge =0。 从 而 由 引 理 6.1.2 知 (14) 
只 有 零 解 ， 于 是 由 定理 6.2.1 知 ，F 型 0 过 程 叭 一。 定理 证 毕 。 

引 理 1 对 于 非 保 守 的 分 梳 0- 和 矩阵 ， 最 小 8 过 程 (fii(t)) 有 
如 下 性 质 ， 


(> 50) = Xf @ЄЕ,>0), 19) 
证 由 fii(1) 是 F 型 6 过 程 知 


10 = У Ја). ат) 
k: b 
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4 Fi(tz)= У fuari, (0220, |2), ag 
j€E 


由 定理 1.4.1 知 САН. 
Ifi 128i, 
于 是 当 |z|<1 时 


zn 921 2 29a] 1 2а > |х|!< + оо. (19) 
¡EEB 
киган. 1.948 


i С Fi(t,7) E > Pult) 


= Уур! (tz, |т|<1. (20 


66 


H (17) 和 goo 得 
"баш = (Хоа) 


= > (Z 00 = fat; ) =", |т|<1. 
Е kyj 


(21) 
由 49;=jg， 得 
> Ина = У) 1009) 12]! 
ics IT 


< Ла|і< +оо, zi. — (22) 
EE 


Hi (19), (20), (21), (26) 和 定理 10.1.1 得 


Fir) 
9 e > Eit У; fuco; 
MENSI j EE 


= 5 > fa(t)qizi+ Zhou 


а Е 
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= > Xf 
hEE 


jEE 


= У dat D kaji 
kes 


i>h-1 


= к/а)! D timit 
kEE 


了 > 0-1 


= к/а)! ах! 
kEE jE€E 


= У, Саа fon 


[TT 


=f) У) КС) 20, |z|<1, (23) 
kcE 


其 中 fz)= Уаш, |т|<1, (Q4) 
j€E 
由 ЕС,2) = 510% 作为 ЛЕ [ 1,11 上 绝对 收敛 
及 定理 10.1.11 得 
Fit, 
OD. factos, zl «1. (25) 
hEE 

由 (23) 和 (25) 得 

OFiCt,z) FiCt， 

ELD o qa ELD, deg, ll en. Q9 


由 于 PCO) =b ВТ 
Fi(0,2) = z: (27) 
H Qo 和 (027) 得 
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oF(t,7) 
0Fi(t,z) = f(2)-— 7, 
дї | (28) 
Fi(0,7)=7',(|z|<1,t>0). 
由 于 Q 非 保守 ， 所 以 qi 二 0， 从 而 
f(z) 志 0. (29) 
下 面 分 两 种 情况 讨论 ， 
i) 4=0. 
这 时 f(0)=0， 而 
[C0 = У) ka, at" 741,7 -4, <0. (30) 
kEE * 8. 
于 是 由 fG) 在 [0,1) 上 连续 知 ， 存 在 常数 0<5<1, 使 
f(z)<0  (0cz«b). GD 
在 区 域 £20, 0<z<b 中 解 方程 (28) 得 
Wo en (4>0,0<х<5), (32 


в wwf qv @<=<®. (33) 


H (31) 知 ，w(z) 是 z 的 单调 增 函数 ， 由 此 可 知 在 区 域 + 过 0， 
0<z<b 内 唯一 决定 Fi(t,z)， 且 


Fi(t,z) -(F,(t,x)) 120, 0<z<b, (34) 
й) q0. 
即 BaS E Ihe, 
'-0 jeo i 5-1 
E i-i 


5-1 
>0,0<х«<Ы, (35) 
由 于 上 式 两 端的 宕 级 数 的 系数 都 非 负 。 故 由 定理 10;2.4 知 ， 当 
zy0 时 ，(35) 变 成 
fa Ct) G (tD): (36) 
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由 (34)、 


(35). (36) 以 及 Fi(t,x) 和 F1(t,7x) 都 是 短 级 数 得 


Fi(t,z) = (FuCt,z))5 £20, |z| b, 


Уло У | > Пл}, 


E is-7; 


5-1 


120, |z|<b. 


(37) 


(38) 


由 定理 10.1.11 知 ，(38) 两 端 对 任意 1 可 在 |z| <6 内 逐 项 对 z 求 
任意 阶 导数 ， lau 


再 注意 


即 


即 


fit) = —5 (У faa) | 


-SICE Doy 


2 is=i 


5-1 

=) > II fic. 
i 5-1 
£ jg-i 


У 1501 = > 00 <1, 


i=0 


Уље z( > Пло), 


j-o 
z igi 
s= 


#>0,|т|<1, 


FK,z)-—Fi(t,z), t20, |z|<1. 


于 是 车 令 z=1 立 得 


EDDID) GED. 
ieo 2-0 


(39) 


(40) 
(41) 


(42) 


s TY" 


4 у= f. (43) 
FÆ  s,,-/00-22,20. (44) 


yd uuo |, „= Zulu, 
kEE 


=q, = -a,<0, C45) 
lam FDE 24<0. (46) 


y” =f'(2)= Wk(k-1)4,u27?20, 0z«1l, (47) 
h-2 


由 UD 知 y=f(z) 在 [0,1] 之 间 是 条 斜率 为 负 的 直线 或 是 凸 函 
Ж. 于 是 由 (44) Ж (46) WM, TE (0,D 之 间 y==f(z) 恰 好 有 
一 个 零点 0<é&<1, Н 

y=/(7)>0 (0<х<4) (48) 
ERRES, 0-5 УВ (28) 得 


gx) + t= gn (a (20,0€z«D, — (Q9 
其 中 gG) = c do 
Jio 中 讨论 ， 易 证 。 
(57.0) = > fo a20. (50) 
i€E ЕЕ 
联合 (42) ЯП 050) w (QD. 


至 此 ， 引 理 得 证 。 
定理 3 若 @ 是 非 保守 的 ， 则 @ 过 程 不 唯一 。 


证 显然 ，Q 非 保守 的 充 要 条 件 是 之 95<<0。 从 而 当 @ 非 


保守 时 ， 1 为 一 个 非 保守 状态 。 于 是 由 定理 4.4.3 知 
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Yp) (0-0. (650 


= 
ak У һо = (Eput) 16 dto» 020. (2 
РЄЕ {СЕ 
BU A УА [еда 
f€ E 


jEB 
С e " clle xf 
-| Zioa afe odt — 0, 


СИ +оо), (53) 
FE in 从 X 9402-0, (54) 


j€E 


故 定理 7.1.1 中 的 条 件 G) 不 成 立 ， 因 此 @ 过 程 非 唯一 ， 定 理 
得 证 。 
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第 О ж 


进一步 研究 
的 有 关 课 题 


$1 QQ- 矩阵 问题 定性 理论 


对 于 任 给 一 个 8- 矩阵 ,上 面 我 们 提出 了 Q 过 程 .8 型 QO 过程 和 
F 型 6 过 程 三 个 概念 ,并 解决 了 这 三 种 CQ 过程 的 存在 性 和 唯一 性 ， 
但 还 有 一 个 基本 问题 我 们 未 有 提 及 ， 那 就 是 把 这 三 种 过程 全 
部 构造 出 来 的 问题 。 从 定性 和 定量 角度 来 看 ， 我 们 提出 的 三 种 
Q@ 过 程 的 存在 和 唯一 性 是 属于 8- 和 矩阵 问 题 中 的 定性 问题 ， 把 这 
三 种 Q 过 程 全 部 构造 出 来 的 问题 的 讨论 是 属于 8- 和 矩阵 定量 问 
题 。 关 于 定量 问题 的 讨论 不 是 本 书 的 任务 ,以 后 就 不 再 提 及 了 。 

其 实 ， 应 提出 加 以 考察 的 8 过 程 远 不 止 上 面 所 提出 的 三 种 
(但 这 三 种 是 最 基本 的 )， 关 于 8- 矩 阵 的 定性 问题 也 不 止 上 面 
提 到 的 那些 。 现 在 我 们 提出 如 下 甘 种 8 过 程 (包括 已 提出 的 三 
种 )，0O 型、B 型 、F 型 、 BNF 型 、B NF 型 、 了 型 、F 型 、 
BNF 型 、BNF 90, ВЏЕ 型 、N-O 型 、N-B 型 、N-F 
型 、N-BNF 型 、N-B NF 型 、N-B8 型 、N-F 3). N-B ПЕ, 
N-BnE 型 和 N-BUF 型 6 过 程 . 所 谓 O 型 Q 过 程 是 指 一 般 Q 过 程 ， 
BN F 型 Q 过 程 指 的 既是 B 型 也 是 F 型 0 过 程 ;,N-0 型 过 程 指 的 是 
诚实 的 0 型 Q 过 程 ，N-B UF 型 0 过 程 指 的 是 诚实 的 B 型 或 F 型 @ 
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过 程 ， 余 类 推 。 对 于 这 甘 种 Q 过 程 ， 主 要 有 下 列 定性 问题 需要 
解决 ,上述 十 种 类 型 的 过程 的 每 一 种 类 型 不 存在 ， 怡 好 存 在 
一 个 ， 有 多 个 但 有 限 以 及 有 无 穷 多 个 这 种 类 型 的 8 过 程 这 四 种 
情况 ,哪些 情况 是 必然 出 现 的 ,哪些 是 可 能 出 现 的 以 及 使 可 能 出 
现 的 情况 必然 出 现 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

欲 进 一 步 学 习 和 研究 这 些 问 题 的 读者 可 六 读 文献 [92 的 第 
十 四 章 ， 那 里 给 出 了 这 些 问 题 的 全 部 解答 ， 


$2 有 势 Q- 和 矩阵 问题 定性 理论 


定义 1 设 P(t)=(《p,(t)) 是 一 个 08 过程， 车 存在 正 实数 列 

Qu.) fit 

t.p (1) -ujpiCt) G, j€E, #20) a) 
RL, MPO 称 为 有 势 8 过 程 。 # (и) 还 是 一 个 分 布 ， 且 
Di(t) 地 0 G, JEE, t0, РСР) ЕТИ BJ. 

定义 2 ” 任 给 一 个 CQ- 和 矩阵 ， 若 有 正 实 数列 (ui)， 使 

шӯ, = ug;: G, j€E) (2) 
成 立 ， 则 称 C 为 有 势 C- 和 矩阵 ， 若 《wi) 还 是 一 个 分 布 ， 则 称 Q@ 是 
可 配 称 的 。 

引 理 1 芳 P(t) 为 一 有 势 (可 道 )@ 过 程 ， 则 C 是 有 势 〈 可 配 
称 ) 的 。 

证 (1) 的 两 边 对 1 求 导 立 得 (2)。 引 理 得 证 。 

出 于 物理 、 化 学 和 生物 等 学 科 的 考虑 ， 我 们 需要 解决 如 下 
问题 ， 对 任何 一 个 有 势 〈 可 配 称 ) Q—BEE, 739. Сй) Q 过 
程 存在 和 唯一 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

欲 学 习 和 研究 上 述 问 题 ， 可 阅读 文献 [10] 中 的 第 二 、 三 和 

六 章 。 但 那里 只 是 为 这 一 课题 商定 了 理论 基础 ， 上 面 提 到 的 基 
本 问题 还 远 没有 得 到 最 终 解 竺 .。 
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$3 瞬时 情况 


设 PC1) 是 一 个 马 氏 过 程 ,在 第 一 章 §3 中 我 们 证 明了 p!; (0) 
= 一 4 总 存在 ， 但 可 能 4;= + оо, Фа = + оо, рі 1Х 
态 。 可 以 证 明 ， DEISTERI + оо, pi;(0) = gj 总 存在 ， 
HAyj« + оо, 

定义 1 一 个 (允许 有 无 穷 元 素 的 ) 矩阵 8 = (gs)7 叫 做 一 个 
Q- 甜 阵 ， 如 果 存 在 马尔 可 夫 过 程 P(1) = (pi(t))， 使 

р!,00) =9, G, JEF) a) 
ЖУ. MRPO- Жан = – а> - оо G CE), 
则 称 @ 为 全 稳定 C- 和 矩阵 ! #rqú= -q= -co(CiEE)， 则 称 Q 为 全 
瞬时 的 8- 和 矩阵 ， 车 存在 iEE， 使 gi = – а= – оо, WKO 为 瞬 
时 C- 和 矩阵 。 

根据 这 一 定义 ， 我 们 以 前 所 讨论 的 Q- 和 矩阵 都 是 指 现 在 意 
义 下 的 全 稳定 8- 和 矩阵 。 我们 已 经 指出 ， 对 于 全 稳定 -矩阵 , 定 
性 理论 已 取得 深刻 而 系统 的 成 果 。 但是， 对 于 瞬时 O- 矩阵 的 
情形 的 研究 十 分 困难 ， 就 连 这 种 情形 的 8- 矩阵 的 特征 ( 即 一 个 
矩阵 成 为 这 种 8- 甜 阵 的 充 要 条 件 ) 这 个 最 基本 的 问题 都 未 能 给 
出 解答 。 但 出 乎 意料 的 是 , 对 于 全 朋 时 0- 和 矩阵 的 情形 的 研究 在 
D.W.Williams 教 授 的 奖 强 努力 下 ， 却 取得 了 惊人 的 进展 。 他 
主要 给 出 了 全 肯 时 Q- 和 矩阵 的 优美 的 充 要 条 件 . 为 了 使 读者 也 能 
享受 这 一 漂亮 的 成 果 ， 我 们 在 这 里 把 它 写 出 来 。 

定理 1 一 个 矩阵 8= (45) 是 一 个 全 瞬时 Q- 矩 阵 的 充 要 条 
件 是 下 列 三 条 同时 成 立 ， 

i) -qi- +оо GCE),0xqi + co(isj, ¿,JC E), (1) 

i) У тіп(ф, 4) < +оо (yi, k, ixk), (2) 


nm 
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Hi) ЕЕН 709i ЖК, fE 
У а< +оо (EE). (3) 
jEKN GO 

这 一 结果 确实 漂亮 ， 但 它 的 证 明 实在 太 需 要 向 着 既 严 格 又 
易 懂 的 方向 改进 了 ， 因 为 它 太 难 读 懂 和 使 人 信服 。 尽 管 如 此 ， 
欲 学 习 和 研究 瞬时 Q- 和 矩阵 的 情形 的 读者 还 是 应 从 阅读 D。W + 
Williams 的 文献 [15)、C16J 和 [C17 着 手 ,因为 在 这 方面 作出 出 色 
成 果 的 除 D。W。Williams 教 授 外 别 无 他 人 . 

瞬时 8- 甜 阵 的 情形 的 (定性 和 定量 ) 问题 是 当前 马 氏 过 程 
研究 中 最 难 解决 的 问题 之 一 。 
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附录 : 
有 关 的 预备 知识 


为 了 查阅 方便 ， 在 这 里 我 们 将 列举 出 本 书 所 用 到 的 分 析 中 
-- 些 有 关 定 理 。 对 其 中 大 多 数 只 指出 其 出 处 ， 而 将 证 明 略 去 。 
我 们 只 给 出 了 定理 10.3.1 和 定理 10.3.2 的 证 明 。 按 流行 办 法 ， 
定理 10.3.1 是 作为 更 一 般 的 〈 对 可 测 函数 ， 而 不 是 对 连续 函数 
陈述 的 ) 定理 的 简单 推论 而 得 到 的 。 但 这 些 更 一 般 的 定理 的 证 
明 却 牵涉 到 较 高 深 的 工具 〈 例 如 ， 牵 涉 到 概率 论 中 常用 的 和 - 系 
和 zt- 系 的 概念 和 性 质 )。 所 以 在 这 里 我 们 给 出 了 它 的 直接 且 较 
初等 的 证 明 。 


$1 数学 分 析 
жа коена, DoR EC +0.) A B 4 k 


Ж, ИК, H. 
У (а, +0.) = Xa, + Db,. 


本 定理 是 L1,355 的 和] 的 明显 推论 。 
定理 2 #а„>0, M 
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本 定理 是 [1， 第 十 一 章 ， 8 5， 定理 3 的 直接 推论 。 
定理 3 如果 
> > la, | eo, 


则 -cc 所 之 Za Z Za < +оо, 


本 定理 就 是 [1， 第 十 一 章 ，8$ 5， 定 理 8]。 

定理 4 FRROK, blb ELTER, 则 
它 在 这 个 区 间 上 必 能 达到 自己 的 上 确 界 和 下 确 界 。 换 言 之 ， 在 
区 间 [a，6] 上 必 能 求 出 z=z。 及 z=z!， 使 /(7zo) 和 f(x1) 依 次 为 
f(z) 的 一 切 数值 中 的 最 大 者 和 最 小 者 。 

本 定理 是 [1，85] 中 的 定理 。 

定理 5 〈 康 托 定理 ) 

车 函数 1(7) 在 闭 区 间 [a，6] 上 有 定义 而 且 连 续 。 则 它 在 这 
个 闭 区 间 上 一 致 连续 。 

本 定理 是 [1，87] 中 的 定理 。 

定理 6 (微分 中 值 定理 ) f 

车 f(x) 在 闭 区 间 [a，4b] 上 连续 ， 在 开 区 间 (a，64) 内 可 导 ， 
则 必 存 在 4<5<b， 使 

-Ko-Ko. = 05) 


成 立 。 
本 定理 是 在 [1，112] 中 陈述 的 拉 格 朗 日 定理 。 
定理 7 УСО Ега, БЕЈ, Н/С) 
在 t=zx。€ (а, b) БЖ. #4 


Фс) = | fdt seta, b), 


则 $c) 


2-2 


= fee). 
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本 定理 是 [1，393，12°]。 
定理 8 
iD Bf) (na=0,1,…)》 是 定义 于 区 域 多 上 的 函数 叙 列 ， 


且 
lfa) | <a,, 
Уа, <+о 

以 及 极限 limf,(z) 存 在 ， 则 


lim У) f, (z) = > lim у, С), 
Geri " ka 


ib 车 f(x) (4=0,1,…) Æla, DIENA, Hnt} 
Ј.С) — Suc, WH 
lim (f. Code [rim]. Саа, 
本 定理 的 i) 是 [1，403 和 405 的 定理 3] 的 直接 推论 。ii) 是 
[1，468 的 定理 1]。 
定理 9 若 /.(z) (n=0,1,…) 在 [a，b] 上 连续 ， 且 


<a, 
及 2 a,< + co, 
WIS f. Coseta, bJ БЕНЯ. 


本 定理 是 [1，403 和 404 的 定理 1] 的 直接 推论 。 
定理 10 若 f.(z) n=0,1,…) 在 [ae，b] 上 可 导 ， 且 有 


jfi) | <a, 


及 X> a, <+ co, 
MEOE, 07 ENS, Н 
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(5.00) = X fi. 
本 定理 是 [1，403 和 407 的 定理 6] 的 直接 推论 。 
定理 11 FARD osz* 在 它 的 收敛 区 间 内 可 以 逐 项 求 i 


1-0 


W. 
本 定理 是 [1，409，g*]。 


$2 XZ EX 


定理 1 JG) (n=0,1,…) 是 在 可 测 集 4 上 定义 的 可 
测 函数 。 如 果 函 数 PCz) 合 关系 
limf, (z) = F(z) 
在 A 上 几乎 处 处 成 立 ， 那 么 PCz) 是 一 个 可 测 函数 ， АШ 
u Gr) 一 0,1,…) 是 在 A 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 > и, GE 


4 上 可 测 。 

本 定理 是 [2， 第 四 章 ， 8 2， 定 理 3]。 

定理 2 ” 若 f(z) 在 可 测 集 4 上 可 积 , 则 它 在 A 上 几乎 处 处 有 
B. 

本 定理 是 [2， 第 六 章 ， 8$ 1， 定 理 1]。 

定理 3 #f.G)20 (n=0,1…) 是 定义 在 4 上 的 非 负 可 测 
函数 ， 且 

fs f Gi), 


Wy lim| у Сое = | imf. code. 


Aij, ШЯш,„(х)>0 (n=0,1,…) 是 定义 在 A4 上 的 非 负 可 测 
函数 ， 则 
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Í às (х)ах = E fcn. 


本 定理 是 [2， 第 六 章 ，§ 1， 定 理 10]。 
EE 117.00) (n=0,1,…) 是 定义 在 可 测 集 4 上 的 可 
积 函 数 ， 且 
SDS fi S 


则 lim| Соб | limf, coda. 


本 定理 实质 上 是 [4， 第 二 章 ， 8 4， 定 理 1 的 系 ], 只 是 那里 
把 可 测 集 限制 为 区 间 [a，65]， 但 这 不 是 本 质 的 。 

定理 5 法 都 引 理 ) 

设 /Cn= 0,1,…)，h 都 是 定义 在 可 测 集 4 上 的 可 积 函数 。 
如 果 在 4 上 几乎 处 处 有 PKz) Sf Со), WU 


| im f састу, as. 


本 定理 实质 上 就 是 [4， 第 二 章 ， 84, W2. BU 同 的 
АЖ: D 那里 把 可 测 集 4 限 制 为 区 间 [a,6], 但 这 不 是 本 质 的 ， 


只 是 为 了 方便 i) lm] Соба + co， 但 这 没有 必要 ， 因 


жэйт | f Gods = + c 时 定理 显然 成 立 。 


定理 6 Bf) (n=0,1,…) 是 定义 在 可 测 集 A4 上 的 几乎 
处 处 收敛 的 函数 列 ， 且 存在 定义 在 4 的 可 积 函数 9(z)， 使 
|f, Go xg GO=0,1 


则 tim Í f. Godz- | limf, Саз, 
Pe Eas 


本 定理 是 [2， 第 六 章 ， 定 理 1] 和 “度量 收敛 必 几 乎 处 处 收 
敛 ” 这 一 简单 事实 的 直接 推论 . 
定理 7 ус) Го, БЯ, ШТЕТА 
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o(r):- [Госа (a<r<b) 


是 绝对 连续 函数 (从 而 是 连续 的 )， 且 几乎 处 处 有 
P(x)=f(7). 

本 定理 是 [2， 第 九 章 ，8$ 4， 定理 1]。 

定理 8 若 一 函数 满足 李 普 希 斯 (Lipschitz) 条 件 ， 则 它 
绝对 连续 。 

本 定理 是 [2， 第 九 章 ，$ 1， 定 理 2] 和 “f(z) 三 1 是 绝对 连 
续 函 数 ” 这 一 简单 事实 的 直接 推论 。 

定理 9 绝对 连续 函数 几乎 处 处 可 导 , 且 它 等 于 其 几乎 处 处 
导数 的 不 定 积分 。 

本 定理 是 [2， 第 九 章 ，§ 4， 定 理 3]。 

定理 10 ”( 富 比 尼 定 理 ) 

Ff) (20,1, =) 为 [a，4b]J 上 的 非 减 函数 列 ， 级 数 
EAA WILFA 


(Ef«o)y-ZXfo. 


本 定理 是 [3， 定 理 5.4*6]。 

定理 11 (Dini 定 理 ) 

若 f(z) 在 [0，co) 上 有 限 连续 ， 且 

D*f(z)z0, 

则 /F(z)? 是 [0，ce) 上 的 非 减 函数 。 这 里 D: 表 示 右 下 导数 。 

本 定理 见 L5， 第 204 页 ]。 | 

定理 12 (BLEE) 

平面 上 的 一 个 L- 可 测 集 为 L- 零 测 集 的 充 要 条 件 是 它 的 几 
平一 切 z- 截 (或 几乎 一 切 y- 截 ) 是 直线 上 的 L- 零 测 集 。 

本 定理 是 [2， 第 一 章 ，§ 5， 定 理 的 系 1 和 系 2]。 


。123。 


$3 HRK 
ФСГ) ГО, + co) 上 的 连续 函数 ， 若 
/= еса Q0) 
存在 ， 则 称 f(X) 为 p(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 简 称 拉 氏 变换 。 
引 理 1 设 f(z) 为 [0,1] 上 的 连续 函数 ， 令 
в.с) X /(E)cia- 2*5, 
keo 


则 当 n->co 时 
B.(r)->/(7) (1) 
在 [0,1] 上 一 致 地 成 立 。 


证 首先 证 明 两 个 简单 的 事实 。 以 C: 表 示 从 n 个 元 素 中 每 


次 取出 k 个 元 素 的 组 合 数 。 
1” 试 证 


ZO-7)" =1, (2) 


事实 上 ， 于 恒等式 


(а+ b)" = У Саф" -* 


hio 


ф, Wa-z, b=1- x84402). 
2° 试 证 


E (Е-пг)° Caf oz <. (3) 
h-0 


将 等 式 
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> С\г®=(1+г)* GQ) 


k= o 
关于 z 求 导数 ， 再 乘 以 z， 则 得 


5 КСА 2% = п2(1+ 2)", (5) 
k-o 


又 将 (5) 关 于 z 求 导数 ， 再 乘 以 z， 刀 得 


> k:Ch2k=nzC(1+nz)(1+ 2)" 2, (6) 
re^ 

TG. 65), Ф z- T s. BIRD - 0)", 548 
2 CH ttm, (7) 
> kC*z'(1—2)'^-nz, (8) 
= 
S Бабалар т)" епа елт), (9) 
ice 


以 n*z* 乘 (7)，~ 21:29868), 1R), MGE, ЛАФ 


У (к па) C1 -2)*-ni(0 -z:)en(- z +z) 


А-0 
-ep He 


故 (3) 成 立 。 
现在 转向 引 理 的 证 明 。 由 定理 10.1.4 知 ， 在 闭 区 间 上 的 连 
续 函 数 一 定 达到 最 大 值 且 这 个 最 大 值 是 有 限 的 ， 故 可 令 
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М = тах | (х) |< + co, 
ocr 1 


由 定理 10.1.5 知 ， 在 闭 区 间 上 的 连续 函数 必 一 致 连续 。 所 以 对 
于 正 数 ze， 有 正 数 6， 当 jz -z^ | conj, 

| f(z") - f(x! )| «e. 
设 zE[0,1]， 由 (2) 得 


рс) = X SOGA, 
k= 0 
从 而 18,02) fn) > |/(E)-/ey| Cran, 
ho! 
0) 


将 整数 F= 0,1,2,… 分 成 4 和 B 两 组 ， 
当 +-= |<, КЄА; 


| -2|>он, ken, 
因此 ， 当 kE A 时 

и) - co |<е, 
由 (2)， 得 


k З 
INÈ- dea- 
<e У Cheq- zy" k 
«e» Cia (1-2), 011) 
k=0 
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Fu 


Iro. 


aPkCB, W 
(k-nz)* — 
于 是 ， 由 (3) 得 
k 
> (8) усә 


С\т*(1 = x)" 


М > k-n a-a) 


no 


eM 


«5 ex (к-п)? Ch(1- x)" 


M 
Er a2 
总 合 (10)、(11)、(12) 三 式 ， 得 

|B, (2) = fG)| <e + 


gr» TELO, 


n>- W 


2e 2 , 
|B, Сх) – Сх) | «2e. 


引 理 得 证 。 
定理 1 BPEL, + co) 上 的 有 界 连 续 函 数 ， 则 


[ebat =0, @>0) a3) 


的 充 要 条 件 是 
y(t)=0, (t>0). a) 
证 条 件 的 充分 性 不 待 证 。 下 面 证 明 条 件 的 必要 性 。 由 
(13) 得 


uw. aa Gn=1,2,--), 
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А5=е7', 0G)=@C- Ins), (0<s<<1). (0-0, SVG) 
在 [0,1] 上 有 界 ， 在 (0,1] 上 连续 ， 且 


[ies o, (n71,2,). 


从 而 | Powoas=o， (=0,1,…)。 (15) 


于 此 ，P,。(s) 为 s 的 n 次 多 项 式 。 设 f(z) 是 [0,1] 上 的 一 个 连续 函 
Ж. 由 引 理 1 知 ， 有 一 列 多 项 式 Bs(z)，(C4= 0,1,2…) 存 在 , 使 
nok} 
B,(z)—>f(z) 
在 [0,1] 上 一 致 成 立 。 注 意 到 4 (s) 的 有 界 性 ， 于 是 当 n 一 co 时 
B,(z)0(z)—-> f Gv) 
在 [0,1] 上 一 致 成 立 。 再 由 (15) 及 定理 10.1.8 得 


[feo 0. (16) 


ШЖ #з) #0, (0<5<1). WEEKS <I 使 Wso) 寺 0。 于 
ЖЕҢЕР 0, (ре, 1-576, 24 |5-5,|<ев, # 
0Cs)0CGs.)>0. 
#EfE[0,1J EP ES ER 8075), 215-5 |2230, 15-5, | 
<e 上 为 正 . 于 是 
[reos [77 /eywcesydssso, 


但 这 与 (16) 了 矛盾。 所 以 (14) 必 成 立 。 定 理 证 毕 。 
定理 2 设 p(t) 是 [0，co) 上 的 有 界 连续 函数 及 
fa)» | ep dt, a>0). 


ЖРО) (0<X<<co) 是 完全 单调 函数 ， 则 
9(t)>0, 
证 [5] 中 定理 4.4.1 说 ， FPEO оо) 上 的 有 界 连续 
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函数 及 
100=| ecoDan 


则 eC) clim C D" (2) pe (2). 


Tb. BOXES HORNO AC) 20. EMER, 
定理 3 若 f(7) 在 (0，co) 上 有 一 切 阶 导数 ， 且 存在 正常 数 
M, fl 


EL, (k 0,1, 40 z« + оо), 


Е [< 
ni 
9) = f eode, 
0 


其 中 ，9(f 在 (0,co) 上 有 界 。 反 之 亦 然 ， 
这 个 定理 是 [6， 第 七 章 ， 定 理 16a]。 在 那里 给 出 了 完整 的 
证 明 ， 读 者 可 以 参考。 
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ullas 


BUF 型 Q 过 程 的 
存在 和 唯一 性 准则 ” 


$1 引言 和 定理 的 陈述 


在 前 面 ， 我 们 从 一 切 8 过 程 中 划分 出 B 型 和 F 型 两 类 最 重要 
的 8 过 程 。 但 有 时 除 这 两 类 Q 过 程 外 ,还 有 一 类 最 重要 的 Q 过 程 
存在 ， 那 就 是 既 不 是 B 型 0 过 程 也 不 是 F 型 0 过 程 ， 我 们 称 之 谓 
BUF 型 QO 过程， 显然 ，B 型 、F 型 和 BUF 型 8 过 程 并 起 来 就 是 全 
部 8 过 程 ， 因 此 ， 如 果 我 们 能 够 把 这 三 类 Q 过 程 研 究 清楚 ， 那 
么 Q 过 程 中 的 问题 也 就 很 容易 弄 清 了 。 例如， 在 本 章 之 末 我 们 
将 可 看 出 ，Q8 过 程 唯一 性 准则 就 是 B 型 0 过 程 唯一 性 准则 、F 型 
Q 过 程 唯一 性 准则 和 BUF 型 过程 存在 准则 的 直接 推论 。 所 以 
这 三 种 类 型 G0 过 程 的 研究 十 分 重要 ,其 中 B 型 过程 结构 最 简单 ， 
因此 也 易于 研究 ; Ff 型 0 过 程 的 结构 较 复杂 ， 因 而 研究 起 来 就 较 
困难 ;BUF 型 0 过 程 的 结构 其 复杂， 因而 研究 起 来 就 很 困难 .本 
章 的 目的 是 给 出 BUF 型 QO 过 程 的 存在 和 唯一 性 准则 。 

定理 1 设 给 任 一 个 -矩阵 ， 则 

D ”对 于 BUF 型 0 过 程 , 只 有 两 种 可 能 ， 或 者 不 存在 ， 或 
者 有 无 穷 多 个 ; 


*) 本 书 成 稿 后 曾 征求 不 少 同志 的 意见 ， 大 都 认为 把 作者 和 郭 青峰 同志 在 “Q- 
和 矩 库 问题 定性 理论 ”方面 的 结果 写 入 书 中 才 好 .应 此 ， 作 者 重新 整理 了 这 一 工作 的 
核心 部 分 ， 用 分 析 且 初等 的 方法 ， 写 成 一 章 ， 添 吉 书 末 。 
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OD 车 Q 保守 ， 则 BUF 型 Q 过 程 不 存在 ， 
dD 车 Q 非 保守 ， 则 ВОР 型 @ 过 程 不 存在 的 充 要 条 件 是 
下 列 两 条 同时 成 立 ， 


G) if 9,0) -c0020, 0<A<+ce (1) 
j€E veg 

ш) E (a= Ee) +e, oco, (2) 
jeEb kti 


其 中 nCX) = 0,02, mA, ERE 
MO) -n0)0 =0., 170 
0.10), NAJIS + оо | (3) 
nO») - nG) +A- HNP = 0- 
的 任 一 解 。 
GV) (HD pk fr G) 成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 两 条 同时 成 
立 ， 
G) inf 39,0070 (0<А< + оо), (4) 


Jek E = (i: Жа,<о). 


G)” 方程 
XU -QU =0,, “ 
0,<U<1 
只 有 零 解 。 
而 (ID 中 条 件 (ii) 可 用 下 列 条 件 代替 ， 
Gi)’ limh > nj) < + eo, (6) 


(5) 


$2 考 干 引 悍 


如 85.1， 令 
6131. 


Alu, №) 1t -3)90), О, u—0). [95] 
引 理 1 行 矢量 nCX) 满 足 


mCODOI<+co (2) 
及 10) -nQDA(Q,X), (,u0) сэ) 
BJ 363 AR PEE OO EIU F 3230, 

nA) = aP) +nQ), (4) 


Җфо>0. Ул, аФО)1< +оо, п 0) 满足 
710220., NAILH, NA) = (2A Q,3) 


G) 
和 TCDCMT-Q@)=0- (6) 
而 a, АЛЛО.) 由 mnCX) 唯 一 决定 ， 
nA- Q) =а, (7) 
NA) 40., А0) ва (А А co), (8) 
证 由 (4.2.18) 知 
$(3)01-Q) -I, (9) 


在 (3) 的 两 端 右 乘 以 算 子 (XI - 8) 得 
NM- Q) = A NN- Q) 

=л(ш{1+ а - ФО) - Q) 
=nGD(M- Q (1 - 960) 41 - Q)) 
=n) (M - Q + (u - АТ) 
=nCG)G1- Q), (10) 

故 (7) 成 立 。 其 中 0 与 无关 ， 且 由 nC 和 ) 唯 一 决定 。 由 引 理 5.1.1 

AMA) y 0-。 于 是 由 (7) 知 Mn(X) 一 a 二 0-。 由 (a) 得 


MA- Q) =a, (11) 
由 (7) 和 定理 4.2.5 得 

n0)2za6(1), (12) 
由 (11) 得 


“132. 


аФ(у)(М-О0)=а 3) 


故 nO) = 0) -аФО) >0., Q4) 

WAA- Q) = 0-。 (15) 
HIMI + cc 和 (14) 得 

аФ(\у1< + оо, 10) < +оо, (16) 
由 (16) 和 定理 4.4.4 知 

ab() = a(u) Ah,N), ат) 
由 (3) 和 (17) 得 

nO) = AGO. (18) 
至 此 引 理 得 证 。 


引 理 2 #лО)= 0 O2 ,CN),…) 是 (1.3) 的 任 一 解 ， 则 
对 一 切 & 之 0 有 
lim уу 0) > D+ E(u- X). 
7? j€E jeE ieE huj 


(19) 
从 而 若 对 某 个 4 有 
> ( %- > a)na) = +оо, (20) 
则 有 плу 0) = +оо, (1) 
证 由 OD 90D + O- 10080000) =0- (22) 
知 入 ZIN 


=AL (ш) + № ENNA D PA 
ЇЄЕ ФЄЕ jEE 


=) тш) E-N DAWU- zA) 
ФЄЕ 


j€E 
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=р У тш) + A- DnA) 
PEE ФЄЕ 


=р У ти) + D nAz Q) — и S 22,02. 
ieg 


jeE (сЕ 


(23) 
由 (23?、 定 理 4.4.1 和 定理 4.4.2 立 得 所 欲 证 。 


引 理 3 HOMS (02) 为 任 一 Q 过 程 ， 户 >0，sup f, 
=f<co， 则 
lim > ei QD f; = fi (24) 
"е Т; 
证 由 定理 4.4.1 知 
lim Meu = lim У Mi Q) 一 lim Араб) 
p Pd "9 СЕ ais 
21-120, (25) 
出 定理 10.2.5 得 
lim Ў) Аф, (А), lima fi 
4-5 ick jen ^79 


= E fiS fi. (26) 
AD 9402f;- Mi QD + S Mi QD; 
j ER ivi 


uff EAPO). (27) 


由 (25) 和 (27) 得 
lima Y; 9; Q) f;>limos QO f; + flim Уу Ар, (А) 
=firf -0= fi (28) 
由 (26) 和 (28) 立 得 (24)。 引 理 证 毕 。 
©1354, 


384 ШАО) = (ra,C%) ;i,jEE) 是 任 一 Q 过 程 ， 则 
< уб 0 y-—k _ 
0c Zaw > IE 590) -ara 
- Xa 


Tra › (&»0, i CE), (29) 


< 


AE 由 定理 4.2.1 立 得 (29) 的 左 半 部 分 ,为 证 (29) 的 右 半 


部 分 ， 只 需 证 
УБ фОу< рор PU -C0 Zr 


j€E 


-— н —). (30) 


ш 1Es0-EXR а оо). rM 


(1) 
即 M1 -XX ФО) > € a (1-1 0) 
іЄЕ kei jeE 


-@(1-% X Pu). (32) 
j EB 


往 证 (32). 
由 定理 3.3.2 得 


У уар (1-5 eso») 
i+i kEE 


Yos 00-7 D(1- X3 p) 
jeE 


* 135 


= Eve (1-5 o0) - Y(1- 49 e402) 
ЎСЁ hEE 16Е 
=ү(Ү фаб) -1) -* X es У ФАО.) 
i EE DE kEE 


*YME PA) 


PeE 


(ра 5 e,0 X e40)) 
IGE ies ke E 


=м( У фи) -A 0) У Ф) 
j€r i€g haE 


=Y E u) -А У ves > pa))). 
IEL icz heB 
令 Y~>co， 由 定理 10.2.5 及 引 理 3 得 


Mi 2 Z њо) 
= lmXs(Y X est) - È roa Z 0%) 
>lim 2 veut (1 -AZ Ф) 
+limy(yoa(y) —1)(1- AE 402) 


> У (1-5 o) -a (1-5). 
j+i ВСЕ IEE 


FE (32) 成 立 。 从 而 引 理 得 证 。 
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$3 定理 的 证 明 
引 理 1 若非 保守 ， 且 定理 1.1 中 的 条 件 G) 不 成 立 ， 则 存 


在 无 穷 多 个 BUF 型 0 过 程 。 

证 若 定理 1.1 中 的 条 件 (i 不 成 立 ， 于 是 由 定理 4.4.7 知 ， 
存在 与 无 关 的 行 矢量 a = (e(0) ,ai(1)，…) 之 0- , fli R 0. 
(0<X< + оо), Tj 11 — + co 得 知 

(- > а); 
一 ie -=0 G, ]ЄЕ), а) 


5а 


ACE 


于 是 ， 由 $7.2 知 


Е a-b), 
RO)-290)- COM) aA) (2) 


是 一 个 2 过 程 。 
现在 证 明 ， 由 (2) 确定 的 8 过 程 不 是 B 型 8 过程。 为 此 ,只 
需 证 明 


RQ) - ОК(А) - I0, (3) 
其 中 I 是 单位 矩阵 。 事实 上 
Е ps 1-190)1. 
0) ORO) - 1- КФО) + EB aa) 
Е 1-460)01 " 
Q (*Q)+ MP 200))-1 
= ФО) -QBN D+- PN) 
E P аФ(\) 
оа PND OI (4) 


由 PC%) 是 B 型 0 过 程 ， 故 
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ADAJ- QD) - I= 0, (5) 


而 250(1)70., (6) 
ha (V)17» 0. 7) 
由 定理 1.1 中 的 条 件 (D 知 
1-АФ(А)1%0,, (8) 


由 定理 4.4.1 的 证 明 过 程 及 @ 非 保守 知 


М1 -5Ф0.)1)- Q(1- АФ) = | _ Sá *0,.C9) 
12 


由 (4) 一 (9) 知 (3) 成 立 。 故 RC%) 不 是 B 型 过程 。 
现在 证 明 RCA) 也 不 是 F 型 6 过 程 。 为 此 ， 只 需 证 明 


IROA -ROQ - Ise0. a0) 
事实 上 
z aya 1-^9001., 
IRO) - RO) - 1-23 (ФО) + Kp) ) 
Е 4-A00)1 E 
(Фо) + ОЯ ао) )0-1 
= (ФО) -90)9- D 
1-AROO1 
хаф) 
*a(Ab() - ФОО), (11) 
ФО) РОНЕ, Ц 
AQ) ~ ФОО - 1-0, (12) 
H (11) 和 (12) 得 
ко) -RQ -1- 1.22900 De a3) 


MPMI 
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由 (7)、(8) DE (13) 和 a 二 0- 立 得 (10)。 所 以 RCX) 也 不 是 
F 型 Q 过 程 . а 
至 此 ， 我 们 得 知 ， 由 (2) 确定 的 Q 过 程 RCX) 是 BUF 型 8 过 
&. 
4 
antro ко; (14) 
а, ix0. 
«Cc (аа, +), (0050,1,29. (15) 
于 是 ， 由 上 述 论证 知 ， 对 任 一 自然 数 n 


Ro 200) + 1242001 


npr PN) 06) 


是 一 个 B UF 型 C 过 程 。 
下 面 来 证 明 这 些 C 过 程 彼此 都 不 相同 。 假设 存在 正 整数 n， 
mhi 
R s) Q) = Rim) A) (пт), ат) 
aC PA) am) 中 (入 ) 


于 是 有 lao ФОТ ^ Aa $001" (18) 


两 端 右 乘 以 (MI- CQ)， 注 意 (5) 得 


e qoo 


Aa P$): MaD" (19) 
et") PAI 
4 таф)” (20) 
TO оао, QD 


这 与 (14) 矛 盾 ， 故 (17) 不 可 能 成 立 。 所 以 R'" CA) 是 无 穷 多 个 
彼此 不 同 的 BUF 型 O 过 程 . 

引 理 2 若非 保守 ， 且 定理 1 中 的 条 件 (ii KRE MWE 
在 无 穷 多 个 BUF 型 过 程 。 

证 “由 条 件 (ii7 不 成 立 知 ， 在 (1.3) 的 一 切 解 中 至 少 存在 
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АТО) = 0,09, 002, 7088 
limi У) (X) = +оо, (22) 
A рев 


任 选 一 行 矢量 oa= (а, о, 270., EDANA (这 总 能 办 
得 到 ， 如 选 ci=2- tO, GCE). H (22) ^n 


(- Z asa, 


——————— 70, C, j €E). (23 
D a + limi S nA) I ? 
kE d E 
м (1-490091) 
4 RQ) =Ф(\) + Ab) ENT Ca») + 02), 
(24) 


参看 87.2 易 知 RGM) 是 一 个 CQ 过 程 。 再 参 君 引 理 1 的 证 明 ， 易 完 
成 本 引 理 的 证 明 。 

95H83 ”车 @ 非 保守 且 定 理 1.1 中 条 件 Gi) 不 成 立 , 则 存在 
无 穷 多 个 BU F 型 过 程 。 

证 由 引 理 2.2 和 引 理 2 立 得 我 们 的 引 理 

584 设 & 非 保守 。 若 定理 1.1 中 的 条 件 (i 和 (让 同时 成 


立 ， 则 一 切 @ 过 程 是 F 型 的 。 从 而 都 不 是 BUF 型 的 。 
证 ЖЕКО) = (ri Q) i, jiEE) 是 任 一 2 过 程 。 令 


ri) фу) = у, @, jEE). а) 
由 定理 4.2.1 知 
ği 
ra> D Man Q2) + (2) 
? > 入 十 全 А+: 
由 定理 4.2.2 知 
ФО) = + ri (3) 
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由 (1)、(2)、(3) 及 9p5(CX) 的 最 小 性 得 


0<m =) - 9402 < PNE, (4) 


T ou G) 
k-i ч 


于 是 对 于 固定 的 jEE 和 x， 有 


X;€m, (6) 

М ~ 0)Х,20, (7) 
Toj 

其 中 x= “| 


由 条 件 (i)， 定 理 4.4.8 以 及 定理 4.2.4 知 , 对 固定 的 CE, X0 


Jin (À) 
tens fi” Q) вле aso (0, a€ E) 


250) = X 9400//7 0). Q0, ICE), (8) 


TÉ M= EPRA O2, 
ФСЕ 


Ji? Оу>0, (0, i, j, аЄЕ), (9) 
ШОЕ 3.3.251, КО) = C40), i, j€ E) 必须 满足 
К(А) 20 (>0)3 со) 
ARQ)i1«1 (00) ар 
RA) - Ки) + A- pnRO)RQ) = 03 a2) 
lima GAROA) -1)=Q, 3) 
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1 
JürF08012y al dos EAR РЕВ ЕРЕ, 2 1 i 由 (9) 得 


FON =f Q), fi Q), )>0.,0>0,аЄЕ), (14) 
с(0) 
жер = (p(0)，p(1)，…) 为 一 行 矢量 ， e-( ca Jan 
RR, We 
[p,cJ=pc= S pict). (15) 
i€E 
[p,e] 叫 做 行 矢量 p 和 列 矢 量 的 内 积 ， 由 《〈11) 得 


Epu +) X рь) 00) 1]<1, ЄР), 
acE 


ie 


(16) 
Њр,.(#)20, limp, Ct) = Ug 
Мр. ()2>0, (020, a € E). (17) 
BOO ft an 得 
[F Q), 1J<+c°, @Q2>0,a EE), (18) 
pa QD 
< eo Pial) ) (19) 
由 CX) 为 8 过 程 及 定理 3.3.2 得 
ФО) - Фи) + (А — PADU) 
=0,@,u>0;a € E). (20) 
Вр Фо (л) - 0:2 (р) + OQ - DIN DVI = 01, 
О, 120, a€E), (21) 
85.1, 4 
AQ, M-I-Q 7 АФС), 0,070), (22) 
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于 是 由 20 得 


AQ, Y)ACY, = AGu, А), (23) 
AQ, MË = ФА), Q4) 
Вр AQ, PI 20" (А), (GEE) (25) 


把 (9 RA (12)， 并 注意 定理 4.4.9 得 
F'OQ)AQ,u) 


SFO (ш) + Q-X) УГЕ NP MJE GD, 
СЕЕ 
(26) 

H O0 和 O2 51, HA>, IF (AJ AQ, u)z0..H 
C26) Hl, 322200, F QAQ, 1)z0.. MA 

FOQ0)AQ,u):70., О, #>0). (27) 
H (26) 得 

[F° QAQ, ш), 17 = CIF 7 (a), 1] 


*Q-X) УСЕ 0), ФО? (Q)3UFE "(D 11. 


teE 


(28) 
н 0 得 


к(и)1=Ф(н)1 + S 6PQ)UE (р), 1]. (29) 
16E 


故 
ШЕ OA), RGD11=[F ° (А), $9001] 
+ EUFC MN, DOME 02,1). (0) 
zr 


但 由 (11) 和 08) 知 
LF n 0), RGD1] Р О), aR] 


«аст OD) eco, Q0). GD 
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由 (30) 和 GD 知 
NEUF О), Ф О Q) Ж“? (р) 11 + eo, (32) 


ТЕГ 


H (18), (28) 和 G2 得 


[F° (AAC, и), 1J< +оо. (33) 
即 F' CAA, DER., SAREA, m4 
9Q) = 2 OAA, u), (0). (34) 
于 是 由 (27) 和 (33) ^n, p())0. На, 26H dE 23) Ж 
р(р) А (р, Y) 00D, XO, Y>0). (35) 
于 是 由 引 理 2.1 知 ， 存 在 与 & 无 关 〈 但 与 和 入 有 关 ) HIRE 
Вс сл) 20, f 
B'O OPU), 1]7< +оо (36) 
UFO O)AQ, i - Е 0)AQ, =B Q) 
(37) 


EF QJ AQ, 4)=B DOC) + p' CG) C38) 


并 且 对 固定 的 和 X， рош) = Co, C? 0), 9,1? Q0, 
是 方程 
upc) —-р(и)О=0., i0 
0<р(и), p(u)1< + co | (39) 
p(u) - PCY) + (a — Y)eQ 9) = 0- 
的 解 。 由 GO. (37) 91038), Би = МЕ 
СВ Q9600, 11 + оо, (X50, a€E), (40) 
ЛЕ (А) - Е (0)0=В‹ (0), (0, a € E). 
(41) 


0) =8 0290) +p Q), Q>0,a€ E), 
(42) 
E (20 的 两 端 右 乘 以 (41-Q8)， 由 (G9 和 аз 得 
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Во) = Ве? (u) + (u А) 
+ УГЕ О), ФЧ (MIBO. (43) 


ЕЕ 


由 〈9)、 定 理 2.2.2 和 定理 4.2.2 知 ,人 У) 00, 1ЄЕ)Ж ЧЕЙ 
jEE 


线性 方程 组 
iem HE LN „ЖЖ, GEE 


e, tdi 入 + gi 入 
(44) 
的 最 小 非 负 解 ， 从 而 
ә 5-9% Р -A 
Eru A) > rge Z0) ET 
LMEUO0) GCE) (45) 


A di 
于 是 由 引 理 2.4 得 
а, ~ Dai 
UF 0 02,1] — j< * 99 (7 0,L€E). (46) 
于 是 出 (42) 及 定理 1"1 中 的 条 件 (D 得 
4,- DME °) Q)11] 


= МВ QOO) + p < 9 02,11 
zB O?(0)9(0),11 

= [8:9 Q0,400)1] 

>M BO 02,11. (47) 


0,— У а; 
N А MF 220011 — ira 
所 以 [8° (COIT — у «teo, 
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(X0, аЄЕ), (48) 
由 (43) 得 
[89 Q),11- [8^ (ш), 17+ (1730 Z LF 02,9109] 
[133 


*L810 (2,12. (49) 
gli GO ER OO fI OO tie Д (13548 


Jimi; (ОМ Q) 70, G,j€E, a€E), (50 


特别 тл, QM © 05-70 (51) 
但 тлф) = 1, , (52) 
їх limMj*' 0) = 0, (53) 
特别 limf j* 02-0, (54) 
由 (41) 得 


M1* Q) «affi? Q)= E (n 000,58," 0), (55) 


由 (43) 知 ， 当 4 增加 时 ， BORM. 又 由 (42)、 (43) 6644) 
得 


8 Q)40, AA +оо), (56) 
从 而 有 [B 0), 1190 О} +оо), (57) 
由 (10) 和 (11) 得 


[8:9 00,0 (< Leo), 
Quu0. (58) 


sup |y (А) - 9400] eie +®› Q.u0)., (59) 


H G8), 059) (220% 
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-DEBO APA), D] 
=[8'° (M, -NOMD u)] 
= 1800 (M, DOA) -PH DI 
=[B O), DOM] BO Q),0 (u)J. (60) 
由 (16)、(48) 和 定理 1.1 中 的 条 件 (i) 得 


1240 DI+ Sut F HW),1ID' (ш) 


cQ + У) с(ш)[8°?(и),11Ф“ (u), (61) 
teE 


1 
GO Qo < == х Ж 
TR Ув), Ф) < (zy 106620 


(62) 
由 (48) 和 (62) 得 
D BOA, [8 Cu), 110 (t Q1 


EE 
s[e, воо по w] 
j a 1 - 
<[в° 02. (y Di] 
a ^ 
"(y 1) 0. eo, (63) 
由 (60) 和 (63) 得 
M-Y EBO Q90 02,0? Q)308? Q2 ,1] 
= X8: 02,0 Q21(8 (2,11 
- EBON, OOB Q2 1] ©, (64) 
ЕБ 
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由 (50) 和 定理 1.1 的 条 件 (ii) 得 
Epi? 0)8'005,11 


165 


< Z° p e L(a- Уа, )< +оо, (65) 


由 (397 和 (65) 得 
@-% X[» о 02,0^0038002,1 


m 


= У (р- А) р 0 ОФ (B 002,1] 


168 


= У (0 -Pp ^ Q))t8^ 02,1] 


tEE 


= Уре MBP,- Ур YB, 1 
168 


166 


< +оо (66) 


H (42), (49), С64)91С66)49% 
[В'“'0),11 


= [8702,11 (73) D 8! 0090) DO] 


[80Q),1]- (4-3) Гю“ 02,9000] 
teE 


(8.000,11 
= 182 05,11 S (8:9 Q5, * 02308 0 (2,13 
16Е 


~ DBEA, Фр) 10800) ,1 
IZE 

+ > pie LB 05,11 
85 
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-E pie (BOH, 11< + оо, (67) 


16E 


"moo, 

рео) р (uf oo), (68) 
Hio (0 Qf ig X HI 

Фр) ү (ufo, (69) 
HiC57), (67), (68) #1069) 

18:0) ,1]=0 Q2>0,a6€ E), (70) 
于 是  B'0)50. Q70,a4CE), (71) 
由 (42) 和 (71) 得 


FCQ)-pU0) (D0,€E). (73) 
由 (9)、(70? 及 (39) 知 RCM) 是 F 型 9 过 程 。 于 是 引 理 得 证 。 
385 定理 1.1 中 条 件 (i) 成 立 的 充 要 条 件 是 定理 11.1.1 
中 的 条 件 ()' 和 (i)” 同 时 成 立 。 
证 注意 定理 11.1.1 的 证 明 过 程 立 得 我 们 的 引 理 。 
引 理 6” 设 Q 非 保守 且 定 理 1.1 中 的 条 件 ( 让 成 立 ， 则 


lim) $ n, Q) < + co (74) 
А79 jen 


УА ио 
> (a- Учуп) < + о, (15) 


j€E hj 
有 中 mA) 0,00, 009, +e ) 是 方程 (1.3) 的 解 。 

证 由 引 理 2.2 知 ， 若 (74) 成 立 ， 则 (75) 成 立 。 反 之， 车 
定理 1"1 中 的 条 件 (D 和 (75) 成 立 ， 则 由 引 理 4 知 ， 不 存在 ВОР 
型 06 过程 。 但 由 引 理 2 知 ，(74) 不 成 立时 必 存 在 也 UE 型 6 过 程 。 
因此 ， 车 定理 1.1 中 的 条 件 ( 和 C75) 都 成 立 , 则 (74) 亦 必 成 立 。 
于 是 ， 引 理 得 证 。 
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引 理 7 450 保守 ， 则 不 存在 BUF 型 QO 过 程 。 


证 周知 ， 这 时 一 切 C 过 程 都 是 B 型 的 。 故 不 存在 了 UE 型 9 
过 程 。 
定理 1.1 的 证 明 ， 由 引 理 1 一 一 引 理 7 立 得 定理 1.1。 


$4 定理 1.1 的 几 个 推论 
#1 ОЗЫК, Н 
sup (a. - Za, ,)<c< +оо, [65] 


则 不 存在 了 JE 型 @ 过 程 的 充 要 条 件 是 定理 1.1 中 的 条 件 (i) 成 立 。 
证 因为 此 时 ， 对 (1.3) 的 任 一 解 有 


> (а. - >а» уп,Оу<ео Zn, QO 
hej j€E 


«c л,0у< +, (2) 
1 EE 


所 以 定理 1.1 中 的 条 件 (ii) 成 立 。 于 是 , 由 定理 1.1 立 得 所 和 欲 证 。 
R2 若 2 非 保守 ， 且 


зира; <C< + оо, (3) 
Te 


则 BUF 型 06 过程 不 存在 的 充 要 条 件 是 B 型 8 过 程 唯一 。 
证 易 证 ， 若 (3) 成 立 ， 则 (1.4) 成 立 ， 于 是 由 定理 1.1 以 
及 


ло) (9, - Xa4)« 252,020, 
¡EE hei jeE 


<с Уп, 0) <с У) т, 0) < + co (4) 


35 jeg 
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立 得 所 欲 证 。 这 里 9C 和 ) = 000,0 О), 04€ (1.3) 的 任 一 
fg. 

X3 ”车 Q 非 保守 且 E 为 有 限 集 ， 则 BUF 型 C 过 程 不 存在 的 
充 要 条 件 是 B 型 Q 过 程 唯一 

Жа 若 Q 非 保守 且 不 存在 BUF 型 Q 过 程 ， 则 BAQ 过 程 叭 


由 定理 4.4.8、 定 理 5.4.1 和 定理 1.1 立 得 

As ” 设 Q 非 保守 。 若 BEUF 型 0 过程 不 存在 ， 则 B 型 0 过程 
唯一 。 

由 系 5 立 得 

系 6” 若 Q 非 保 守 且 不 存在 BUF 型 0 过 程 ， 则 一 切 8 过程 都 
是 F 型 的 。 

系 7 若 Q 为 生 灭 0- 和 矩阵 ， 则 BUF 不 存在 的 充 要 条 件 是 


К = оо, 


$5 一 切 Q 过 程 都 是 B 型 Q 过 程 和 一 切 
Q 过 程 都 是 政 型 Q 过 程 的 充 要 条 件 


对 于 已 给 的 一 个 8- 和 矩阵 ， 我 们 常 希望 一 切 8 过 程 都 是 B 型 0 
过 程 ， 因 为 B 型 QO 过 程 是 一 个 微分 方程 组 的 解 , 较 易 把 握 。 然 而 
这 种 希望 不 是 总 能 实现 的 。 因 此 ,我 们 自然 会 提出 如 下 的 问题 : 
对 于 任 给 的 一 个 8- 甜 阵 , 一 切 Q8 过 程 都 是 B 型 0 过 程 的 充 要 条 件 
是 什么 ? 定理 1.6.2 给 出 了 一 个 充分 条 件 ， 它 说 若 2 保 守 ， 则 一 
切 & 过 程 都 是 B 型 的 。 我 们 同样 要 问 : 一 切 8 过 程 都 是 F 型 G0 过 程 
的 充 要 条 件 是 什么 ? 这 二 个 问题 应 当 说 是 十 分 困难 的 。 但 是 在 
有 了 5UF 型 2 过 程 的 存在 准则 一 一 定理 1.1 一 一 之 后 (加 上 定理 
5.4.1 和 定理 6.2.1)， 这 两 个 问题 的 解答 就 十 分 容易 了 。 本 节 
的 目的 是 给 出 上 述 二 个 问题 的 解答 。 


•151• 


理 定 1 对 于 已 给 的 一 个 Q- 和 矩阵 ,一 切 Q 过 程 都 是 B 型 0 过 程 
的 充 要 条 件 是 8 保守 或 GQ 过程 唯一 。 

证 由 定理 1.6.2， 只 需 在 8 非 保守 情况 下 证 明 这 个 定理 。 

一 切 9 过 程 都 是 B 型 0 过程 等 价 于 F 型 2 过 程 唯一 且 BUF 型 
过 程 不 存在 。 于 是 由 定理 6.2.1 和 定 理 1.1 知 ,在 @ 为 非 保 守 时 ， 
一 切 过 程 都 是 8 型 2 过 程 等 价 于 下 列 两 条 同时 成 立 : 


i) infA $€9,,0)70, O) 
ick j€E 


ib 方程 
№ 10 -0., E 
0.xm-, п1< + co 
只 有 零 解 。 故 由 定理 7.1.1 知 ， 这 等 价 于 Q 过 程 唯一 。 

定理 2 ”对 于 已 给 的 一 个 0- 和 矩阵， 一 切 8 过 程 都 是 F 型 0 过 
程 的 充 要 条 件 是 Q 保 守 且 Q 过 程 唯一 或 0 非 保守 且 BUF 型 过 程 
不 存在 。 

XE 设 @ 非 保守 。 若 一 切 Q 过 程 都 是 F 型 的 ， 则 BUF 型 0 过 
程 存在 ， 反 之 ， 若 BUF 型 0 过 程 不 存在 ， 则 由 系 4.6 知 ， 一 切 @ 
过 程 都 是 F 型 的 。 于 是 定理 在 非 保守 情况 下 为 真 。 

设 @ 保 守 。 若 9 过 程 唯一 ， 旭 因 这 个 唯一 的 @ 过 程 就 是 最 小 
@ 过 程 且 最 小 0 过 程 是 F 型 的 ， 所 以 一 切 Q 过 程 都 是 F 型 的 。 反 
之 ， 若 9 过 程 非 唯一 ， 由 定理 1.6.2 和 0@ 保 守 知 ， 一 切 охе 
是 B 型 的 ， 从 而 B 型 @ 过 程 非 唯 一 。 于 是 由 定理 5.4.1 知 ， 方程 

AU -QU =0,, “| (3) 
0 <U<1 


有 非 零 解 。 由 定理 5.2.1 知 
КО) =ФО\)у + ZA) 


(2) 


ab) 
%аФ(\)1 


ЖК TOO) BEOHf, Hpa= (as m, ……) 二 0-， 
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a+0., 01=1, НИТО ~ Q) 右 乘 (4) 的 两 边 得 
PANAI- Q) 


ROJOI- Q) - 90501- Q« ZAPRI, (5) 
由 BCX) 是 F 型 0 过 程 及 定理 3.5.1 知 
ФООМ Q) -1, (5 
aD MI-O) _ Za 
于 是 ZOOÓÀ QOO MPMI" e 


BORA E А. 1.51200) +0. FEHEM 
2(\)а 


CAMPI #0. (8) 
HO» COCOA! 
RO - Q) #1, (9 


于 是 由 定理 3.5.1 知 ，RGM) 不 是 F 型 8 过 程 。 故 对 于 保守 情况 定 
理 亦 真 。 至 此 ， 定 理 证 毕 。 

在 结果 本 节 时 ， 我 们 顺便 给 出 如 下 的 

定理 3 ”对 于 已 给 的 一 个 8- 和 矩阵， 除 最 小 0 过程 外 , 一 切 Q 
过 程 都 是 BUF 型 QO 过程 的 充 要 条 件 是 8 保守 且 方 程 


AU -QU=0,, vn (10) 
0,<U<1 

只 有 零 解 或 2 非 保守 且 方 程 (107 和 方程 
n- 10-0. | an 
0- <n, n1< + оо 

АНЕ. 


证 除 景 小 8 过 程 外 ， 一 切 Q 过 程 都 是 BUP 型 8 过 程 等 价 
于 B 型 和 F 型 O 过 程 都 唯一 。 于 是 由 定理 1.6,2、 定 理 5.4.1 和 定 
理 6.2.1 立 得 我 们 的 定理 。 
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$6 Q 过 程 唯一 性 准则 的 新 证 明 


定理 7.1.1 的 新 证 明 。 
显然 ，8 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 下 列 三 条 同时 成 立 ， 
СА) B 型 0 过 程 唯 一 
(B) FF 型 6 过 程 唯一 ; 
СС) ”BUF 型 Q 过 程 不 存在 。 
于 是 由 定理 5.4.1、 定 理 6.2.1 和 定理 1,1 知 ，Q 过 程 唯一 的 充 
要 条 件 是 下 列 条 件 同时 成 立 : 
A) 方程 
MU -QU =0,, San) a) 
0, <U<1 
只 有 零 解 。 
B) 最 小 CQ 过 程 诚实 或 方程 
àn- nQ =D, E C2) 
0-<n, n1«oo 
只 有 零 解 。 
C) ОЖ, ВОЗЕН 


(a) inf У 9,,0) 20270, 0<А< + ооу 
ЕЕ бев 


€) > (a. - Zaa уп, 0)< +e, 0<А< + оо, 
= i-i 
其 中 m(A) = 0.0) ,0 02,2727 E 
MO) - 020 =0., №0 ) 
9. «9Q),nO)1« + co 
NCA) – nG) + (А — i)n(Q 9 Q) =0- 
的 任 一 解 。 
6154. 


由 定理 4.4.8 知 条 件 C) 的 (o) 草 含 条 件 A) 。 显然 ， 条 件 
B) 萤 含 条 件 C) 的 (b)。 所 以 Q 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 ， 条 件 C》 
的 (oa) 和 条 件 B) 同 时 成 立 。 

于 是 定理 7.1.1 得 证 。 
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